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Introduction

L’approche difféomorphique en anatomie numérique

Le traitement automatisé des images médicales est un domaine de recherche actif rendu
nécessaire par le développement rapide des techniques d’acquisition et la multiplication des
données disponibles. Le but ultime serait, par l’intégration et l’établissement de statistiques
sur de grandes bases de données, d’établir des caractérisations de pathologies que l’oeil
humain seul ne pourrait découvrir, faute de temps. Au coeur de ces problèmes d’intégration
des données se trouve celui de la comparaison de deux images ou objets géométriques de
même nature, en particulier l’établissement de correspondances anatomiquement fondées
entre ces objets. C’est le problème de l’appariement.

Le cadre objets/groupes/actions

La notion d’action de groupe pour l’anatomie numérique a été introduite par Ulf Gre-
nander [31]. L’idée est de comparer les objets anatomiques à travers l’estimation et l’analyse
des déformations de l’espace ambiant. Le modèle théorique abstrait consiste alors à défi-
nir l’espace mathématique des objets observés (images, points, surfaces,. . . ), un groupe de
transformations approprié, et une action de ce groupe sur les objets. Cette approche est
motivée par l’intuition, la comparaison visuelle des images provenant de différents sujets
suggérant en effet l’existence d’une déformation sous-jacente de l’espace ambiant. L’avan-
tage de cette approche est qu’une fois fixé un groupe de transformations, il devient possible
d’analyser et de comparer les déformations estimées à partir de méthodes d’acquisition dif-
férentes.

Approche mathématique

La mise au point d’algorithmes précis d’appariement nécessite une modélisation mathé-
matique rigoureuse des objets d’étude, en premier lieu celle des déformations φ de l’espace.
Les seules transformations rigides ou affines sont insuffisantes pour traduire la complexité
des déformations observées en pratique ; il y a en fait nécessité de considérer des espaces
fonctionnels de dimension plus grande ou infinie. L’estimation de telles transformations a

vii
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d’abord été envisagé en introduisant un modèle d’élasticité sur la changement de coordon-
nées [6, 10]. Autrement dit, un coût énergétique de déformation est défini pour le champ
de déplacement φ− id . Le principal inconvénient de cette modélisation est qu’elle garantit
la régularité de la transformation mais pas son inversibilité, celle-ci étant mise en défaut
dès que les contraintes de déformations imposées deviennent grandes. L’approche difféo-
morphique introduite en [14, 22] consiste à utiliser le modèle précédent non plus comme
modèle final mais comme modèle de déformations infinitésimales, les transformations étant
alors obtenus par intégration d’une famille de champs de vecteurs, selon des idées inspirées
de la mécanique des fluides [3]. Parallèlement, les travaux d’A.Trouvé [48, 50] établissaient
la théorie mathématique précise de ce nouveau modèle et la construction d’une métrique
invariante sur les groupes de difféomorphismes.

Plus précisément, le schéma de construction dans cette approche part de la donnée d’un
espace de Hilbert V de champs de vecteurs dont la norme définit le coût des déformations
infinitésimales, et les difféomorphismes sont obtenus par intégration d’une famille (vt)t∈[0,1]

de champs de vecteurs appartenant à V , selon l’équation de flot

∂tφ
v
t = vt ◦ φvt .

La définition de problèmes d’appariement dans ce contexte nécessite en fait de travailler
avec un contrôle L1 ou L2 en temps des champs de vecteurs, ce qui éloigne légèrement le
modèle de la théorie classique des équations différentielles.

Difféomorphismes sur l’espace euclidien entier

Le choix de l’espace ambiant pour la modélisation des difféomorphismes est un pro-
blème important. La construction classique des difféomorphismes [48, 39] suppose que cet
espace est une variété compacte ou un ouvert borné de l’espace euclidien. Ce modèle semble
suffisant pour la plupart des problèmes pratiques, les données d’analyse pouvant toujours
être localisées dans une région bornée de l’espace. Cependant il paraît aussi naturel de
vouloir imposer un comportement invariant des solutions d’appariement vis-à-vis des ro-
tations et translations de l’espace, ainsi que de pouvoir associer ces transformations au
modèle élastique, celui-ci étant souvent insuffisant pour une analyse complète. L’extension
de la théorie des groupes de difféomorphismes au cas de l’espace euclidien entier fait l’ob-
jet d’une partie du travail présenté ici. La perte de compacité nécessite de supposer un
comportement spécifique de décroissance à l’infini en espace.

Difféomorphismes en géométrie non euclidienne - exemple de la
sphère

Un autre avantage de l’approche difféomorphique est la possibilité de sortir du cadre
euclidien pour considérer des problèmes d’appariement sur un espace ambiant doté d’une
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métrique riemannienne. La modélisation des difféomorphismes comme solutions d’une équa-
tion de flot permet en effet de développer la théorie dans le cadre d’une variété, ce que
la théorie des champs spline ne peut réaliser. L’exemple de la géométrie sphérique, que
nous examinerons en détail au cours de ce travail, possède à ce titre un double intérêt. Le
premier, mathématique, est de présenter un premier exemple applicatif non euclidien de
la théorie, pour lequel des calculs et des algorithmes peuvent être écrits explicitement. Le
deuxième est son utilité pratique pour l’imagerie cérébrale. En effet, un protocole classique
[21, 24] de pré-traitement des images fonctionnelles du cortex consiste à “aplatir” chaque
hémisphère cérébral sur une sphère afin d’en faciliter l’interprétation et l’analyse. Une fois
ces images ainsi projetées, il devient donc nécessaire de définir des algorithmes de traite-
ment adaptés à cette géométrie particulière. Dans cette optique, nous examinons en détail
le problème de l’appariement de points caractéristiques sur la sphère.

Méthodes à noyaux

L’analyse des données d’imagerie peut être effectuée soit sur la donnée directe des
discrétisations des images sur une grille 2D ou 3D, soit à partir de l’extraction d’éléments
significatifs, qui peuvent être de natures géométriques variées : points caractéristiques,
bouts de courbe (par exemple localisation des sulci/gyri dans le cortex) ou surfaces. Pour
cette deuxième option, les éléments d’analyse, une fois discrétisée, sont alors donnés par un
ensemble de points de l’espace, avec ou sans information de connectivité, et les contraintes
d’appariement s’écrivent en fonction des déplacements de ces points. L’objet mathématique
intervenant naturellement dans une telle situation est le noyau reproduisant de l’espace V
des champs de déformations. On montre en effet que les champs de vecteurs optimaux
pour de telles contraintes sont des sommes de champs splines centrés sur les trajectoires
des points de contrôle :

vt(x) =
n∑
i=1

kV (φt(x
i), x)αit,

et que le coût de déformation associé (norme dans l’espace de Hilbert V ) s’exprime lui
aussi au moyen de cette fonction noyau :

‖vt‖2
V =

n∑
i,j=1

αjt · kV (φvt (x
i), φvt (x

j)αit.

Les vecteurs αit apparaissant dans ces formules sont appelés vecteurs moments par ana-
logie avec la mécanique ; ils paramètrent entièrement l’espace de recherche d’une solution
optimale.

Dans un tel cadre, il devient plus naturel de considérer ce noyau comme point de
départ de la modélisation de l’espace V et des difféomorphismes. Or la théorie des espace
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à noyaux reproduisants fournit des résultats précis sur les liens entre les propriété de
l’espace et celles du noyau, en particulier pour la régularité et l’invariance vis-à-vis des
transformations rigides. Nous examinerons en détails ces caractérisations, l’objectif final
étant de pouvoir décider si tel ou tel noyau conduit à une modélisation admissible du
groupe de difféomorphismes.

Appariement non-labellisé et espaces de mesures/courants
pour l’appariement de sous-variétés

L’appariement de points non-labellisés est un problème encore peu exploré (voir ce-
pendant [15]) mais offrant sans doute de nombreuses applications potentielles. Les pro-
cédés classique d’appariement basés sur des points caractéristiques [23, 2] ont en effet le
défaut majeur d’imposer la connaissance préalable des correspondances entre les points.
Dans la plupart des cas, celles-ci seront inévitablement obtenues par un procédé manuel.
L’appariement non-labellisé présente le double avantage de s’affranchir de cette contrainte
et de pouvoir travailler avec des cardinalités différentes pour chacun des deux groupes.
L’approche que nous présentons ici consiste à modéliser les groupes de points par des com-
binaisons linéaires de masses de Dirac et à évaluer les appariements en définissant une
norme fonctionnelle aisément calculable, encore une fois grâce au noyau reproduisant de
l’espace correspondant. Le développement de cette idée conduit alors à la définition d’un
nouveau cadre objets/action dans lequel les objets sont les mesures de Borel, et l’action
des difféomorphismes est le transport de masse, action duale de celle définie sur les fonc-
tions. Les méthodes d’appariement écrites dans ce cadre offrent alors une alternative au
problème de Monge-Kantorovich, celui-ci ne garantissant aucune propriété d’inversibilité
ou de régularité des transformations optimales.

Dans ce nouveau contexte, il devient possible de considérer l’appariement entre deux
sous-variétés plongées, en les modélisant par des mesures uniformes sur leurs supports.
Une propriété de consistance de la solution du problème d’appariement permet alors de
prouver que l’algorithme effectif, écrit pour des mesures masses de Dirac, peut être utilisé
pour approcher les appariements optimaux de sous-variétés, ce que l’expérimentation vient
confirmer.

Une fois le problème ainsi formulé en termes d’appariement de sous-variétés, la généra-
lisation de la méthode au cas des courants, définis comme formes linéaires sur des espaces
de formes différentielles, semble alors naturelle et attrayante. Dans ce cadre d’extension,
l’action des difféomorphismes, nommée “push-forward”, possède la propriété géométrique
de correspondre à l’action ensembliste de transport de la sous-variété, ce qui faisait défaut
pour la modélisation par mesures de Borel. Nous examinons l’application au cas des surfaces
triangulées, et proposons un algorithme effectif testé sur différentes données segmentées de
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surfaces corticales.

Aspects algorithmiques

L’utilisation systématique des espaces à noyaux reproduisants pour la modélisation de
l’espace V des champs de vecteurs admissibles et pour l’évaluation des mesures/courants
conduit à des algorithmes simples d’appariement, la minimisation s’effectuant sur les va-
riables vectorielles αit réparties le long des trajectoires des points de contrôle. Cependant,
de telles méthodes impliquant des étapes de double sommation sur les noyaux, voire d’in-
version de systèmes linéaires, la complexité algorithmique devient quadratique ou cubique
vis-à-vis du nombre n de points de contrôle, ce qui pose problème dans les applications
réelles. En prenant garde à l’écriture du schéma de descente de gradient, et par l’utilisation
de méthodes rapides d’évaluation des noyaux (du type Fast Multipole [29]), il est possible
de proposer un algorithme général en O(n), valable pour tout terme d’attache aux données.

Organisation des chapitres

Le chapitre 1 expose la théorie générale des difféomorphismes dans le cadre de l’espace
euclidien entier. Les liens entre régularité des champs de vecteurs et régularité du flot sont
examinés en détail, ainsi que la possibilité de travailler simultanément avec les rotations et
translations de l’espace.

Le chapitre 2 présente la théorie des espaces à noyaux reproduisants, en l’adaptant
au cas des espaces à valeurs vectorielles. Les propriétés de régularité et d’invariance sont
traitées.

Le chapitre 3 étudie le problème de l’appariement de points sur une variété compacte.
La première partie donne les définitions générales et établit l’équivalence de ce problème
avec la recherche de géodésiques pour une métrique spécifique. Le cas de la sphère est
ensuite traité, au travers du calcul explicite du noyau associé à l’opérateur laplacien. Ce
chapitre reprend en partie les résultats publiés en [27].

Le chapitre 4 développe les idées publiées en [26]. On définit le cadre théorique de l’ap-
pariement de mesures de Borel, et on prouve les résultats de convergence et de consistance
des solutions. Des expériences sur des données synthétiques et réelles sont présentées.

Le chapitre 5 introduit l’appariement de sous-variétés orientables par leur modélisation
en tant que courants, puis traite le cas particulier des surfaces triangulées. Des expériences
sur données réelles (visages, hippocampes, planum temporale) sont exposées.

Le chapitre 6 étudie les aspects calculatoires des méthodes utilisées, en passant en revue
quelques techniques connues (optimisation, intégration numérique, transformées rapides)
pouvant être utilisées avec profit.



xii

Le chapitre 7 correspond en fait à un article en cours de publication [28], développant un
point de vue contrôle optimal pour le problème d’appariement de courbes de Jordan. Des
résultats précis sur la forme des moments initiaux pour diverses méthodes d’appariement
(notamment celle des mesures et celle des courants) sont démontrés.



Notations mathématiques

Ici sont regroupées les notations qui ne sont pas explicitement définies dans le texte.

Soient p, d,m ≥ 1 des entiers.

Pour deux éléments α et β de l’espace euclidien Rd, on note |α| la norme euclidienne
de α, et α · β le produit scalaire de α et β. De manière générale, les notations légères | · |
et · seront utilisées pour désigner les normes et produits scalaires définis sur des objets de
dimension finie (vecteurs, vecteurs tangents, opérateurs linéaires ou multilinéaires), tandis
que les normes et produits scalaires fonctionnels seront notés par ‖ · ‖ et 〈·, ·〉.

On note Lp(Rd,Rm) l’espace des applications p-linéaires symétriques de Rd dans Rm.
Si m = d, on note simplement Lp(Rd). Pour tout A ∈ Lp(Rd,Rm), la norme |A| désignera
toujours la borne supérieure des valeurs prises par A sur la boule unité, c’est-à-dire

|A| = sup
{
A(α1, . . . , αp), α1, . . . , αp ∈ Rd, |α1|, . . . , |αp| ≤ 1

}
.

Lorsque p = 1, L(Rm,Rd) est simplement l’espace des applications linéaires de Rd dans
Rm.

L’espace des matrices réelles à m lignes et d colonnes est noté Md,m(R).

Soit f : Rd → Rm une application de classe Cp. La dérivée ou différentielle d’ordre p
de f est notée dpf . C’est une application de Rd dans Lp(Rd,Rm). Son évaluation en un
point x ∈ Rd et pour des vecteurs α1, . . . , αp ∈ Rd sera notée dpxf(α1, . . . , αp). La norme
|dxfp| désigne la norme en tant qu’élément de Lp(Rd,Rm) (cf plus haut).

Pour une fonction f dépendant de plusieurs variables, on notera indifféremment ∂1f ,
∂2f . . . , ou ∂xf , ∂yf . . . les différentielles partielles. Par exemple pour une fonction f de deux
variables, ∂1(f(x, y))α = ∂x(f(x, y)) = dx(f(·, y))α.

Pour une application f : Rd → R différentiable, on notera ∇xf le gradient de f en
un point x ∈ Rd. Pour une fonction de plusieurs variables, on note ∇1f,∇2f, . . ., ou
∇xf,∇yf, . . . les gradients respectifs.

xiii



xiv

L’espace C0(R
d,Rm) est l’espace des applications f : Rd → Rm, continues et nulles

à l’infini. C’est un espace complet lorsqu’il est muni de la norme uniforme, notée ‖f‖∞.
Lorsque m = 1 on notera simplement C0(R

d) au lieu de C0(R
d,R).

On note Cp
0 (Rd,Rm) (Cp

0 (Rd) sim = 1) l’espace des applications f : Rd → Rm de classe
Cp et telles que f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre p s’annulent à l’infini, ce qui
signifie : pour tout ε > 0 il existe un compact Kε ⊂ Rd tel que pour tout x à l’extérieur
de Kε, |f(x)| < ε et |dqxf | < ε pour tout entier q entre 1 et p. On munit Cp

0 (Rd,Rm) de la
norme

‖f‖p,∞ = Supx∈Rd

{
|f(x)|+

p∑
q=1

|dqxf |

}

qui en fait un espace de Banach.



Chapitre 1

Déformations

Dans ce chapitre nous étudions la modélisation d’une certaine classe de difféomor-
phismes à partir de la donnée d’un espace de Hilbert champ de vecteurs réguliers V .
L’objectif général est de construire ces déformations élastiques en tant que flots de champs
dépendant du temps, en supposant seulement une régularité de type L1 vis-à-vis de la
variable temporelle. On montre alors qu’il n’est pas restrictif de travailler dans l’espace
de Hilbert L2([0, 1], V ), ce qui facilite l’étude des problèmes d’appariement écrits dans ce
cadre.

Cette approche a déjà fait l’objet d’une construction précise dans le cas où le domaine
d’étude est un domaine borné d’un espace euclidien, ou dans le cas d’une variété rieman-
nienne compacte [49, 22, 52]. Ici nous établissons la théorie dans le cas de l’espace euclidien
entier, ce qui est en général plus naturel dans les applications, et nous autorise, comme
nous le verrons dans la dernière section, à traiter simultanément les déformations rigides
de l’espace.

1.1 Modélisation des déformations élastiques

1.1.1 Espace des champs admissibles

Définition 1 Un espace vectoriel V de champs de vecteurs sur Rd sera dit admissible s’il
vérifie les conditions suivantes :

1. V est un espace de Hilbert. Sa norme sera notée ‖ · ‖V et son produit scalaire 〈·, ·〉V .

2. (V, ‖ · ‖V ) s’injecte continûment dans (C1
0(Rd,Rd), ‖ · ‖1,∞) des champs de classe C1

sur Rd s’annulant à l’infini, ainsi que leurs dérivées partielles. Il existe donc une
constante cV > 0 telle que pour tout v ∈ V ,

‖v‖1,∞ ≤ cV ‖v‖V . (1.1)

1
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L’exemple le plus classique d’espace de Hilbert de champs réguliers est l’espace de
Sobolev Hs(Rd,Rd) pour s > 0 défini comme l’ensemble des champs v ∈ L2(Rd,Rd) dont
la transformée de Fourier v̂ satisfait

‖v‖2
Hs =

∫
Rd

(1 + |ω|2)s|v̂(ω)|2dω <∞.

Hs(Rd,Rd) muni de la norme ‖ · ‖Hs est un espace de Hilbert, et un résultat classique (cf.
[1]) est que Hs(Rd,Rd) s’injecte continûment dans Ck

0 (Rd,Rd) dès que s > k + d
2
. Nos

premiers exemples d’espaces admissibles sont donc les Hs(Rd,Rd) pour s > 1 + d
2
. Nous

verrons au chapitre 2 une méthode pour construire un espace V admissible à partir de son
noyau reproduisant, ce qui nous donnera d’autres exemples.

A présent et dans toute ce qui suit, V désignera un espace de champs admissible.

Espaces L1([0, 1], V ) et L2([0, 1], V )

A partir de l’espace V , nous définissons les espaces L1
V = L1([0, 1], V ) et L2

V = L2([0, 1], V )

des classes d’équivalence d’applications t 7→ vt de [0, 1] dans V telles que respectivement

‖v‖L1
V

=
∫ 1

0
‖vt‖V dt < ∞ et ‖v‖L2

V
=
√∫ 1

0
‖vt‖2

V dt < ∞. (L1
V , ‖ · ‖L1

V
) est un espace de

Banach et (L2
V , ‖·‖L2

V
) est un espace de Hilbert. Notons tout de suite que L2

V s’injecte dans
L1
V puisque pour tout v ∈ L2

V , ‖v‖L1
V
≤ ‖v‖L2

V
d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz.

1.1.2 Flot d’un champ de vecteurs dans L1
V

Nous allons montrer que l’on peut définir le flot d’un champ v ∈ L1
V jusqu’au temps

t = 1 comme solution d’une équation intégrale. Nous donnons en fait un résultat général
pour les équations différentielles avec contrôle L1 en temps, englobant le cas des systèmes
linéaires, et qui nous servira plusieurs fois par la suite.

Lemme 1 Soit f : [0, 1] ×Rd → Rd une application telle que pour tout t ∈ [0, 1], f(t, ·)
est lipschitzienne de rapport Kt > 0 avec

∫ 1

0
Ktdt < ∞, et il existe x0 ∈ Rd tel que∫ 1

0
|f(t, x0)|dt < ∞. Alors pour tout y(0) ∈ Rd il existe une application continue unique

y : [0, 1] → Rd solution de l’équation intégrale

y(t) = y(0) +

∫ t

0

f(s, y(s))ds. (1.2)

En particulier, pour un système linéaire : ft(x) = Atx+Bt où At ∈ L(Rd,Rd) et Bt ∈ Rd

alors la conclusion tient dès que
∫ 1

0
|At|+ |Bt| dt <∞.

Preuve. Pour 0 < s < t < 1 considérons l’espace Cst = C([s, t],Rd) des applications
continues de [s, t] dans Rd. Cst muni de la norme uniforme est un espace complet. Pour
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tout y ∈ Rd, γ ∈ Cst et u ∈ [s, t], on définit :

Tyγ(u) = y +

∫ u

s

f(r, γ(r))dr.

Tyγ est bien défini car d’après les hypothèses faites sur f ,
∫ u
s
|f(r, γ(r))|dr ≤

∫ u
s
|f(r, γ(r))−

f(r, x0)|+ |f(r, x0)|dr ≤ (‖γ‖∞+ |x0|)
∫ u
s
Krdr+

∫ u
s
|f(r, x0)|dr <∞. Le même type de ma-

joration permet d’écrire, pour u1, u2 ∈ [0, 1], |Tyγ(u1)−Tyγ(u2)| ≤ (‖γ‖∞+|x0|)
∫ u2

u1
Krdr+∫ u2

u1
|f(r, x0)|dr, expression qui tend vers 0 lorsque u2 tend vers u1, ce qui montre que Tyγ

est une application continue. On a donc bien défini une opération Ty : Cst → Cst. De plus,
si η est un autre chemin de Cst, on a la majoration

‖Tyγ − Tyη‖∞ ≤
∫ t

s

|f(r, γ(r))− f(r, η(r))|dr ≤
∫ t

s

Krdr‖γ − η‖∞.

Ainsi Ty est lipschitzienne de rapport
(∫ t

s
Krdr

)
pour tout y ∈ Rd. Or cette expression

peut être rendue aussi petite que souhaité. En effet, t 7→
∫ t

0
Krdr est une application

continue donc uniformément continue sur [0, 1], et donc
∫ t
s
Krdr tend uniformément vers 0

lorsque t− s tend vers 0. Ceci prouve donc qu’il existe δ > 0 tel que pour tout y ∈ Rd, Ty
est une application contractante de Cst dès que t− s < δ, et admet donc un unique point
fixe que nous notons u 7→ ys(u).

L’existence et l’unicité de la solution de (1.2) sur [0, 1] est alors obtenue de proche en
proche en découpant l’intervalle [0, 1] en un nombre fini de segments de longueurs inférieures
à δ. �

Grâce à ce résultat, nous sommes en mesure de définir les flots intégraux des champs dé-
pendant du temps v ∈ L1

V . C’est le point de départ de notre modélisation des déformations
élastiques :

Théorème 1 Soit v ∈ L1
V . Pour tout x ∈ Rd, il existe une application unique t 7→ φvt (x)

continue de [0, 1] dans Rd vérifiant l’équation du flot

φvt (x) = x+

∫ t

0

vs ◦ φvs(x)ds. (1.3)

Preuve. Les champs vt satisfont les hypothèses du lemme 1 car d’après les hypothèses
d’injection de V , vt est uniformément borné par ‖vt‖1,∞ ≤ cV ‖vt‖V et uniformément lip-
schitzienne pour la même constante, et

∫ 1

0
‖vt‖V dt < ∞. On en déduit donc l’existence,

l’unicité et la continuité du flot solution de (1.3). �

Pour s, t ∈ [0, 1], on définit aussi φvst par l’équation φvst(x) = x +
∫ t
s
vr ◦ φvsr(x)dr. On

montre facilement, par unicité de la solution, que φvst ◦ φvs = φvt . En particulier φ0s = φs, et
surtout φs0 ◦ φs = id . On montre de même que φs ◦ φs0 = id Ceci nous amène à énoncer :

Proposition 1 Pour tout v ∈ L1
V et t ∈ [0, 1], l’application x 7→ φvt (x) est un homéomor-

phisme de Rd.
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1.1.3 Lemmes de contrôle

Nous commençons à présent l’étude technique des propriétés de régularité des flots
intégraux. Le lemme de Gronwall est l’outil de base pour obtenir les majorations souhaitées.
Voici la version à laquelle nous nous référerons par la suite :

Lemme 2 (lemme de Gronwall) Soient f et g deux fonctions positives mesurables dé-
finies sur l’intervalle [0, 1], et c > 0 une constante. On suppose que pour tout t ∈ [0, 1],

f(t) ≤ c+

∫ t

0

f(s)g(s)ds.

Alors pour tout t ∈ [0, 1],

f(t) ≤ c exp

(∫ t

0

g(s)ds

)
.

Ce lemme nous permet de contrôler l’expression φvt (x) en fonction des variables t, v, et
x. Nous obtenons ainsi les trois lemmes techniques suivants :

Lemme 3 (contrôle en temps) Pour tous v ∈ L1
V , y ∈ Rd, s, t ∈ [0, 1] avec s < t, on a

|φvt (x)− φvs(x)| ≤
∫ t

s

‖vr‖∞dr. (1.4)

Preuve. Cette majoration s’obtient directement à partir de l’équation intégrale du flot :
φvt (x) = φvs(x) +

∫ t
s
vr ◦ φvr(x)dr. �

Lemme 4 (contrôle en espace) Pour tous v ∈ L1
V , x, y ∈ Rd, t ∈ [0, 1], on a

|φvt (x)− φvt (y)| ≤ |x− y| exp

(∫ t

0

‖vs‖1,∞ds

)
. (1.5)

Preuve. On a les majorations suivantes :

|φvt (x)− φvt (y)| ≤ |x− y|+
∫ t

0

|vs(φvs(x))− vs(φ
v
s(y))|ds,

≤ |x− y|+
∫ t

0

‖vs‖1,∞|φvs(x)− φvs(y)|ds,

et donc par application du lemme de Gronwall,

|φvt (x)− φvt (y)| ≤ |x− y| exp

(∫ t

0

‖vs‖1,∞ds

)
.

�
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Lemme 5 (contrôle vis-à-vis du champ) Pour tous u, v ∈ L1
V , x ∈ Rd, t ∈ [0, 1], on

a

|φut (x)− φvt (x)| ≤
∣∣∣∣∫ t

0

us(φ
u
s (x))− vs(φ

u
s (x))ds

∣∣∣∣ exp

(∫ t

0

‖vs‖1,∞ds

)
. (1.6)

Preuve. On a

|φut (x)− φvt (x)| ≤
∣∣∣∣∫ t

0

us(φ
u
s (x))− vs(φ

v
s(x))ds

∣∣∣∣ ,
≤

∣∣∣∣∫ t

0

us(φ
u
s (x))− vs(φ

u
s (x))ds

∣∣∣∣+ ∫ t

0

|vs(φus (x))− vs(φ
v
s(x))|ds,

≤
∣∣∣∣∫ t

0

us(φ
u
s (x))− vs(φ

u
s (x))ds

∣∣∣∣+ ∫ t

0

‖vs‖1,∞|φus (x)− φvs(x)|ds,

et donc encore une fois grâce au lemme de Gronwall, on obtient la relation voulue. �

1.1.4 Continuité de l’application flot

Nous allons voir maintenant que l’application flot, qui à un élément de L1
V associe la fa-

mille (φvt )t∈[0,1], est une application localement lipschitzienne (donc en particulier continue)
vis-à-vis de la norme uniforme. Il nous faut tout d’abord introduire les espaces appropriés.

Définition 2 L’espace Aid est l’ensemble des homéomorphismes φ de Rd tels que φ− id

est borné. On munit Aid de la distance

d(φ, ψ) = ‖φ− ψ‖∞ + ‖φ−1 − ψ−1‖∞.

Notons que si φ− id est borné alors φ−1− id est borné par la même constante, puisque
φ−1 − id = (id − φ) ◦ φ−1.

Proposition 2 L’espace (Aid , d) est un espace métrique complet.

Preuve. Si (φn)n≥0 est une suite de Cauchy de Aid alors (φn) et (φ−1
n ) convergent uni-

formément vers des applications φ et φ̃ qui sont continues et telles que φ − id et φ̃ − id

sont bornées. De plus pour tout x ∈ Rd, φ̃ ◦ φ(x) est la limite de φ−1
n ◦ φn(x) = x par

convergence uniforme, et donc φ̃ ◦ φ = id . De même φ ◦ φ̃ = id , et donc φ ∈ Aid . �

Enfin on introduit C([0, 1],Aid ) l’espace des applications t 7→ φt continues de [0, 1] dans
Aid . C’est un espace complet pour la métrique

D(φ, ψ) = sup
t∈[0,1]

d(φt, ψt).
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Proposition 3 L’application Φ : v 7→ (φvt )t∈[0,1] définit une application de L1
V dans C([0, 1],Aid )

lipschitzienne sur toute partie bornée.

Remarque 1 Puisque L2
V s’injecte dans L1

V , Φ : L2
V → C([0, 1],Aid ) est donc aussi lip-

schitzienne sur toute partie bornée.

Preuve. Soient u, v ∈ L1
V et x ∈ Rd. D’après le lemme 5, on a

|φut (x)− φvt (x)| ≤
∣∣∣∣∫ t

0

us(φ
u
s (x))− vs(φ

u
s (x))ds

∣∣∣∣ exp

(∫ t

0

‖vs‖∞ds
)

(1.7)

≤
(∫ t

0

‖us − vs‖∞ds
)

exp

(∫ t

0

‖vs‖∞ds
)
. (1.8)

Grâce à l’hypothèse d’injection (1.1), on en déduit donc que φut −φvt est borné et satisfait :

‖φut − φvt ‖∞ ≤ cV ‖u− v‖L1
V

exp(cV ‖v‖L1
V
).

Pour les applications inverses, on obtient la même majoration en considérant les champs
ũt = −u1−t et ṽt = −v1−t. Ainsi,

‖φut − φvt ‖∞ + ‖(φut )−1 − (φvt )
−1‖∞ ≤ 2cV ‖u− v‖L1

V
exp(cV ‖v‖L1

V
). (1.9)

En prenant u = 0, on voit donc premièrement que les transformations φvt − id sont bornées
pour tout v ∈ L1

V , i.e. φvt ∈ Aid pour tout t ∈ [0, 1]. De plus d’après le lemme 3, ‖φvt −
φvs‖∞ ≤ cV

∫ t
s
‖vr‖V dr, ce qui tend vers 0 lorsque s tend vers t. De même ‖(φvt )−1−(φvs)

−1‖∞
tend vers 0 lorsque s tend vers t. Ainsi t 7→ φvt est une application continue de [0, 1] dansAid .
Ceci montre que l’application flot Φ est à valeurs dans C([0, 1],Aid ). Enfin la majoration
(1.9) implique directement qu’elle est lipschitzienne sur toute partie bornée de L1

V . �

1.1.5 Décroissance à l’infini

L’hypothèse de décroissance à l’infini des champs vt ∈ V se transmet au difféomor-
phisme φvt . Pour le démontrer nous passons par un raisonnement de continuité.

Définition 3 L’espace Aid ,0 est l’ensemble des homéomorphismes de Rd tels que φ − id

est nul à l’infini, c’est-à-dire :

∀ε > 0 ∃δ > 0 |x| > δ ⇒ |φ(x)− x| < ε.

Remarquons qu’ici aussi il est inutile d’imposer la même condition pour l’inverse, car
si φ − id est nul à l’infini, alors φ−1 − id l’est aussi : en effet, soit ε > 0 et δ > 0 tel que
|x| > δ implique |φ(x) − x| < ε. Alors si |x| > δ + ‖φ−1 − id ‖∞, on aura |φ−1(x)| > δ et
donc |φ−1(x)− x| = |φ−1(x)− φ(φ−1(x))| < ε.
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Proposition 4 L’ensemble Aid ,0 est un sous-espace fermé de (Aid , d).

Preuve. Soit (φn)n≥0 est une suite d’éléments de Aid ,0, convergente dans Aid . Notons φ sa
limite et montrons que φ ∈ Aid ,0. Soit ε > 0 ; on peut choisir n entier tel que ‖φ−φn‖∞ < ε

(convergence uniforme), puis δ > 0 tel que ‖id −φn‖∞ < ε (car φn est nul à l’infini)). Ainsi
‖φ− id ‖∞ < 2ε. �

On considère aussi C([0, 1],Aid ,0) l’espace des applications t 7→ φt continues de [0, 1]

dans Aid ,0. C’est un sous-espace fermé de (C([0, 1],Aid ), D).

Proposition 5 Φ(L1
V ) ⊂ C([0, 1],Aid ,0), et donc pour tout v ∈ L1

V et t ∈ [0, 1], φvt − id

est nul à l’infini.

Preuve. Par hypothèse, on sait que les champs dans V et leurs dérivées s’annulent à
l’infini, mais il n’est pas évident de montrer que cette décroissance est uniforme vis-à-vis
de t avec un contrôle L1. Nous allons en fait montrer la propriété pour un sous-espace plus
régulier, et le résultat sera vérifié par passage à la limite.

Soit C([0, 1], V ) l’espace des applications continues de [0, 1] dans V . Il est clair que
c’est un sous-espace dense de L1

V . Il suffit donc de montrer l’inclusion Φ(C([0, 1], V )) ⊂
C([0, 1],Aid ,0) et le résultat découlera alors de la continuité de Φ, sachant que C([0, 1],Aid ,0)

est un sous-espace fermé.
Soit donc v ∈ C([0, 1], V ), et montrons tout d’abord que pour tout ε > 0, il existe un

compact K ⊂ Rd tel que |vt(x)| < ε pour tout t ∈ [0, 1]. Par continuité uniforme de t 7→ vt
dans V , et puisque V s’injecte dans l’espace des champs continus, on sait qu’il existe η > 0

tel que ‖vt − vs‖∞ ≤ ε
2

dès que |t − s| < η. A présent on considère un η-recouvrement
de [0, 1] par une famille finie (ti)1≤i≤n, et K un compact tel que pour tout i, 1 ≤ i ≤ n,
|vti(x)| < ε

2
dès que x n’appartient pas à K. On a alors pour tout t ∈ [0, 1] et x ∈ Rd \K,

|vt(x)| < ‖vt − vti‖∞ + |vti(x)| < ε pour un certain indice i. Ainsi nous avons bien montré
que la décroissance à l’infini de vt est uniforme en t.

Montrons alors que les applications φvt − id s’annulent à l’infini pour tout t ∈ [0, 1].
On sait déjà qu’elles sont bornées uniformément en temps. Soit donc M > 0 tel que
‖φvt − id ‖∞ ≤ M pour tout t ∈ [0, 1]. Alors en choisissant x ∈ Rd \KM , où KM est l’en
semble K dilaté de M , on aura φvt (x) ∈ Rd \ K pour tout t ∈ [0, 1], et donc, d’après
l’équation du flot, |φvt (x)− x| ≤

∫ t
0
|vs(φvs(x))|ds < ε pour tout x ∈ Rd \KM . �

1.1.6 Différentiabilité du flot

L’injection V ↪→ C1
0(Rd,Rd) permet aussi de montrer la différentiabilité des trans-

formations φvt . C’est l’objet du théorème 2. Puis la proposition 6 donne un résultat de
continuité vis-à-vis du champ pour ces dérivées.
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Théorème 2 Pour tout v ∈ L1
V , le flot φvt est un difféomorphisme de classe C1 à chaque

instant t, et pour tout x ∈ Rd, t 7→ dxφ
v
t est une application continue solution de l’équation

intégrale

dxφ
v
t = id +

∫ t

0

dφv
s(x)vs.dxφ

v
sds. (1.10)

De plus il existe des constantes c1, c′1 > 0 telles que pour tout v ∈ L1
V ,

sup
t∈[0,1]

‖dφvt ‖∞ ≤ c1 exp(c′1‖v‖L1
V
). (1.11)

Preuve. Soient x, α ∈ Rd fixés, avec |α| ≤ 1, et considérons l’équation intégrale linéaire
suivante :

y(t) = α+

∫ t

0

dφv
s(x)vs.y(s)ds. (1.12)

L’hypothèse d’intégrabilité du lemme 1 est satisfaite puisque l’injection dans C1
0(Rd,Rd)

assure que
∫ 1

0
|dφv

t (x)vt|dt ≤ cV
∫ 1

0
‖vt‖V dt <∞. Ainsi (1.12) admet une solution unique et

on a la majoration :

|y(t)| ≤ 1 + cV

∫ t

0

‖vs‖V |y(t)|ds,

ce qui donne, en appliquant le lemme de Gronwall,

|y(t)| ≤ exp

(
cV

∫ t

0

‖vs‖V ds
)
.

On a ainsi la majoration voulue, à condition d’identifier y(t) avec dxφvt .α. Pour cela, intro-
duisons

zε(t) = y(t)− 1

ε
(φvt (x+ εα)− φvt (x)),

et développons à partir des équations intégrales :

zε(t) =

∫ 1

0

dφv
s(x)vs.y(s)ds−

1

ε

∫ t

0

(vs ◦ φvs(x+ εα)− vs ◦ φvs(x))ds,

zε(t) =

∫ t

0

dφv
s(x)vs.zε(s)ds

+
1

ε

∫ t

0

dφv
s(x)vs.(φ

v
t (x+ εα)− φvt (x))− (vs ◦ φvs(x+ εα)− vs ◦ φvs(x))ds.
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Soit K l’enveloppe convexe de l’ensemble des φvt (x + εα) pour t ∈ [0, 1] et 0 ≤ ε ≤ ε0 où
ε0 est fixé. K est un ensemble compact et convexe de Rd. Pour tous y, y′ ∈ K,

|vt(y′)− vt(y)− dyvt(y
′ − y)| =

∣∣∣∣∫ 1

0

(dy+λ(y′−y)vt − dyvt).(y
′ − y)dλ

∣∣∣∣
≤ mK,t(|y′ − y|)|y′ − y|),

où mK,t désigne le module de continuité de dvt sur K :

mK,t(r) = max{|dxvt − dyvt|, x, y ∈ K, |x− y| ≤ r}.

L’application x 7→ dxvt est continue, donc uniformément continue surK, et donc limr→0mK,t(r) =

0. Revenant à zε(t) et sachant que d’après le lemme 4 il existe une constante c(v) telle que
|φvt (x+ εα)− φvt (x)| ≤ ε|α|c(v), on obtient :

|zε(t)| ≤
∫ t

0

‖vs‖1,∞|zε(s)|ds+ |α|
∫ 1

0

mK,s(ε|α|c(v))ds.

soit encore, en appliquant le lemme de Gronwall,

|zε(t)| ≤
(
|α|
∫ 1

0

mK,s(ε|α|c(v))ds
)

exp

(∫ t

0

‖vs‖1,∞ds

)
.

Or limr→0

∫ 1

0
mK,s(r)ds = 0 par convergence dominée (mK,s(r) est majoré par 2‖vt‖1,∞),

donc on obtient bien limε→0 zε(t) = 0. Ainsi φvt est différentiable en x et y(t) = dxφ
v
t .α. �

Proposition 6 Soit (vn)n≥0 une suite convergente vers v dans L1
V (convergence forte).

Alors pour tout t ∈ [0, 1], dφvn

t converge uniformément sur tout compact vers dφvt .

Preuve. Soit K ⊂ Rd un compact et x ∈ K. De l’équation intégrale de la différentielle du
flot (1.12) nous déduisons celle vérifiée par dxφv

n

t − dxφ
v
t :

dxφ
vn

t − dxφ
v
t =

∫ t

0

dφvn
s (x)v

n
s (dxφ

vn

s − dxφ
v
s) ds+

∫ t

0

(dφvn
s (x)v

n
s − dφv

s(x)vs)dxφs ds (1.13)

Montrons que la deuxième intégrale tend vers 0 uniformément sur K. Écrivons :

|dφvn
s (x)v

n
s − dφv

s(x)vs| ≤ |dφvn
s (x)vs − dφv

s(x)vs|+ |dφvn
s (x)(v

n
s − vs)|

≤ mK′,s(‖φv
n

s − φvs‖∞) + ‖vns − vs‖1,∞,

où pour tout t ∈ [0, 1], mK′,t est le module de continuité de dvt sur K ′, le compact K ′

étant l’enveloppe convexe des φvn

s (x) et φvs(x) pour x ∈ K, s ∈ [0, 1] et n ≥ 0. La quantité
‖φvn

s − φvs‖∞ est majorée par rn = 2cV e
cV ‖v‖L1

V ‖vn − v‖L1
V
−→
n→∞

0, et donc
∫ 1

0
mK,s(rn)ds

tend vers 0. De plus ‖vns − vs‖1,∞ −→
n→∞

0, ce qui permet de conclure. Quant à la première

intégrale de (1.13), elle est majorée par
∫ t

0
‖vns ‖1,∞|dxφv

n

s −dxφvs| ds, et finalement le lemme
de Gronwall appliqué à (1.13) montre que dxφv

n

t − dxφ
v
t tend vers 0 uniformément sur K.

�
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1.1.7 Variations du flot par rapport au champ

Théorème 3 (Variations du flot) . Soit v, ṽ ∈ L1
V et pour tout ε ∈ R, vε = v + εṽ.

Alors, pour tous t ∈ [0, 1] et x ∈ Rd,

∂εφ
vε

t (x) = lim
ε→0

1

ε
(φv

ε

t (x)− φvt (x)) =

∫ t

0

dφv
s(x)φ

v
st.ṽs(φ

v
s(x))ds. (1.14)

Preuve. Tout d’abord remarquons que ε 7→ φv
ε

t (x) est une application continue (propo-
sition 3), et on a la majoration :

|φvs(x)− φv
ε

s (x)| ≤ c(v)‖v − vε‖L1
V

= εc(v)‖ṽ‖L1
V

(1.15)

pour une certaine constante c(v).
Le schéma de la preuve est identique à ce qui a été vu pour le théorème 2 : on devine

l’équation intégrale vérifiée par la variation du flot, on montre l’existence et l’unicité de la
solution, puis on l’identifie. On part donc de l’équation de flot

φv
ε

t (x) = x+

∫ t

0

vεs(φ
vε

s (x))ds.

En dérivant de manière formelle, on voit que l’équation vérifiée par ∂εφv
ε

t (x) doit être :

y(t) =

∫ t

0

dφv
s(x)vs.y(s)ds+

∫ t

0

ṽs(φ
v
s(x))ds.

Puisque V s’injecte dans C1
0(Rd,Rd), les hypothèses du lemme 1 sont satisfaites, et donc

cette équation admet une solution unique y(t) continue. A présent introduisons

zε(t) = y(t)− 1

ε
(φv

ε

t (x)− φvt (x)).

En injectant les équations intégrales, il vient

zε(t) =

∫ t

0

dφv
s(x)vs.y(s)ds+

∫ t

0

ṽs(φ
v
s(x))ds−

1

ε

∫ t

0

(vεs(φ
vε

s (x))− vs(φ
v
s(x)))ds,

=

∫ t

0

dφv
s(x)vs.zε(s)ds+

∫ t

0

(ṽs(φ
v
s(x))− ṽs(φ

vε

s (x)))ds

+
1

ε

∫ t

0

dφv
s(x)vs.(φ

vε

s (x)− φvs(x))− (vs(φ
vε

s (x))− vs(φ
v
s(x)))ds.

Pour obtenir une majoration de cette expression, on utilise comme dans la preuve du
théorème 2 le module de continuité mt,K de dvt sur l’enveloppe convexe K des φvε

s (x) pour
s ∈ [0, 1] et |ε| ≤ ε0, ce qui est bien compact par continuité de (s, ε) 7→ φv

ε

s (x). On obtient
alors, à partir de la majoration (1.15),

|zε(t)| ≤
∫ t

0

‖vs‖1,∞|zε(s)|ds+ c(v)‖ṽ‖L1
V

∫ t

0

(ε‖vs‖1,∞ +ms,K(εc(v)‖ṽ‖L1
V
))ds.

En appliquant le lemme de Gronwall, et sachant que limε→0

∫ t
0
ms,K(ε) = 0, on obtient

finalement limε→0 zε(t) = 0. �
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1.1.8 Continuité faible de l’application flot

Nous voyons à présent un résultat de faible continuité de l’application flot qui est
fondamental pour définir les problèmes d’appariement (cf. théorème 7). Cependant cette
faible continuité n’est vraie que pour la métrique de la convergence uniforme sur tout
compact, et non celle de la convergence uniforme globale que nous avons utilisée jusqu’ici
(cf. contre-exemple 1.1.8). Cependant dans les applications ce résultat est suffisant.

Proposition 7 Les applications (t, x) 7→ φvt (x) sont uniformément continues, et ce uni-
formément vis-à-vis du champ v sur toute partie bornée de L2

V (équicontinuité).

Preuve. D’après le lemme 4, les applications φvt sont lipschitziennes et le rapport ne
dépend que de la norme de v. En particulier, il y a donc bien équicontinuité des x 7→ φvt (x)

à t fixé, sur toute partie bornée de L2
V . Il reste à regarder la dépendance en la variable t.

D’après le lemme 3,

|φvt (x)− φvs(x)| ≤ cV

(∫ t

s

‖vr‖V dr
)
.

En utilisant l’inégalité de Schwartz, il vient

|φvt (x)− φvs(x)| ≤ cV

√
(t− s)

∫ t

s

‖vr‖2
V dr ≤ cV ‖v‖L2

V

√
t− s.

Il y a donc bien équicontinuité sur une partie bornée de L2
V . �

Théorème 4 Si (vn) converge faiblement vers v dans L2
V , alors pour tout compact K ⊂

Rd, φvn

t converge vers φvt uniformément sur K et vis-à-vis de t ∈ [0, 1], i.e. sup
(t,x)∈[0,1]×K

|φvn

t (x)−

φvt (x)| −→
n→∞

0.

Preuve. Soit (vn) une suite dans L2
V , faiblement convergente vers v. Soit x ∈ Rd fixé. On

considère à nouveau la majoration (1.6) du lemme 5 :

|φvn

t (x)− φvt (x)| ≤
∣∣∣∣∫ t

0

vns (φ
v
s(x))− vs(φ

v
s(x))ds

∣∣∣∣ exp

(
cV

∫ t

0

‖vns ‖V ds
)
,

≤ |η(vn − v)| exp

(
cV

∫ t

0

‖vns ‖V ds
)
,

où η : L1
V → Rd est défini par η(u) =

∫ t
0
us(φ

v
s(x))ds. η est une application linéaire continue

car |η(u)| ≤
∫ 1

0
‖us‖∞ds ≤ cV

∫ 1

0
‖us‖∞ds. Par conséquent la convergence faible de (vn)

implique que η(vn − v) tend vers 0. De plus puisque (vn) converge faiblement, c’est une
suite bornée, et donc exp

(
cV
∫ t

0
‖vns ‖V ds

)
est borné. Ainsi on a prouvé la convergence
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simple des φvn

t pour tout t ∈ [0, 1]. Il nous reste à montrer que cette convergence est en
fait uniforme sur tout compact, ainsi qu’en la variable t ∈ [0, 1]. Soit K ∈ Rd un compact
et ε > 0 fixé. Du fait de l’équicontinuité de l’ensemble des applications (t, x) 7→ φvt (x) et
(t, x) 7→ φv

n

t (x) (proposition 7), il existe η > 0 tel que pour tous s, t ∈ [0, 1], x, y ∈ Rd, et n
entier, |φvn

t (x)−φvn

s (y)| ≤ ε dès que |t−s|+|x−y| ≤ η. D’autre part il existe, par compacité
de [0, 1]×K, des couples (t1, x1), . . . , (tN , xN) tels que pour tout (t, x) ∈ [0, 1]×K, il existe
i, 1 ≤ i ≤ N tel que |t− ti|+ |x− xi| ≤ η. On peut alors écrire

|φvn

t (x)− φvt (x)| ≤ |φvn

t (x)− φvn
ti

(xi)|+ |φvn

ti
(xi)− φvti(xi)|+ |φvti(xi)− φvt (x)|,

≤ 2ε+ |φvn

ti
(xi)− φvti(xi)|.

Enfin, grâce à la convergence simple des φvn

t , pour n assez grand le terme restant devient
inférieur à ε pour tout 1 ≤ i ≤ N . �

Contre-exemple

On se place en dimension 1. On choisit une fonction f de classe C∞, positive, à support
dans [0, 1] et non nulle, puis on pose pour tout x ∈ R, n ∈ N et t ∈ [0, 1], vnt (x) = f(x−n).
On choisit comme espace V l’espace de Sobolev H2(R). Puisque la norme ‖ · ‖Hs est
invariante par translation, on voit que les normes ‖vnt ‖V sont toutes égales, et donc (vn) est
une suite bornée dans L2

V . On peut donc en extraire une sous-suite faiblement convergente.
Maintenant on montre facilement que les applications φvn

t sont égales à l’identité en dehors
de [n, n + 1] et vérifient φvn

t (x) = φv
0

t (x − n) + n. Par conséquent, pour tout p 6= q,
‖φvp

t − φv
q

t ‖∞ est égale à une constante non nulle indépendante de p et q. Donc aucune
sous-suite ne peut converger pour la norme uniforme globale.

1.1.9 Régularité d’ordre supérieur

Les résultats vus précédemment se généralisent aux dérivées d’ordre supérieur si l’on
impose un degré de régularité suffisant sur l’espace V .

Théorème 5 Supposons que V s’injecte continûment dans Cp
0 (Rd,Rd) avec p ≥ 1. Alors

pour tout v ∈ L1
V , le flot φvt est un difféomorphisme de classe Cp à chaque instant t, et

pour tout x ∈ Rd, t 7→ dpxφ
v
t est une application continue solution de l’équation intégrale

dpxφ
v
t =

∫ t

0

dpx(vs ◦ φvs)ds. (1.16)

De plus il existe des constantes cp, c′p > 0 telles que pour v ∈ L1
V et 1 ≤ q ≤ p,

sup
t∈[0,1]

‖dqφvt ‖∞ ≤ cp exp(c′p‖v‖L1
V
). (1.17)
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Preuve. Nous allons raisonner par récurrence sur p ≥ 1, le cas p = 1 ayant déjà été
démontré (théorème 2). Le schéma de la preuve est en fait identique ici. Soit donc p ≥ 2

et supposons que le théorème est vrai jusqu’à p − 1. Soient x, α1, . . . , αp ∈ Rd fixés, avec
|αi| ≤ 1 pour tout 1 ≤ i ≤ p. De manière formelle tout d’abord, si nous exprimons
y(t) = dpxφ

v
t (α1, . . . , αp) à partir de l’équation (1.16) nous trouvons que y(t) doit satisfaire

l’équation :

y(t) =

∫ t

0

dφv
s(x)vsy(s) ds+

∫ t

0

F p
x (s) ds, (1.18)

où

F p
x (s) =

p∑
q=2

dqφv
s(x)vs(α

q
1, . . . , α

q
q) ds,

chaque αqk étant une combinaison linéaire de termes du type dmx φvs(αi1 , . . . , αim) avec m ≤
p+ 1− q ≤ p− 1. On a de plus, si F p−1

x (s) est le terme correspondant dans l’équation de
dp−1
x φvt (α1, . . . , αp−1), la relation suivante :

F p
x (s) = dxF

p−1
x (s)αp + d2

φv
s(x)vs(dxφ

v
sy(s), αp). (1.19)

L’équation intégrale (1.18) est linéaire. Nous devons tout d’abord prouver qu’elle admet
une solution unique, et nous allons pour cela utiliser le lemme 1, dont nous devons vérifier
les hypothèses. Tout d’abord l’injection de V dans C1

0(Rd,Rd) assure que
∫ 1

0
|dφv

t (x)vt|dt ≤
cV
∫ 1

0
‖vt‖V dt <∞. Quant au deuxième terme de l’équation intégrale, il dépend des dérivées

de φvs jusqu’à l’ordre p−1, et donc en utilisant la majoration (1.17) à l’ordre p−1, on peut
écrire

|αqk| ≤ rqkcp−1 exp(c′p−1‖v‖L1
V
),

où rqk est une constante universelle. Ainsi∣∣∣∣∣
p∑
q=2

dqφv
s(x)vs(α

q
1, . . . , α

q
q)

∣∣∣∣∣ ≤ cV ‖vs‖V
p∑
q=2

|αq1| · · · |αqq| ≤ c̃‖vs‖V exp(c̃′‖v‖L1
V
),

pour de nouvelles constantes c̃, c̃′ > 0. On voit donc que l’on peut appliquer le lemme 1
pour conclure à l’existence et l’unicité de la solution de (1.18). De plus,

|y(t)| ≤ c̃‖v‖L1
V

exp(c̃′‖v‖L1
V
) + cV

∫ t

0

‖vs‖V |y(t)|ds,

soit encore, en appliquant le lemme de Gronwall,

|y(t)| ≤ c̃‖v‖L1
V

exp(c̃′‖v‖L1
V
) exp

(
cV

∫ t

0

‖vs‖V ds
)
,

≤ c̃‖v‖L1
V

exp((c̃′ + cV )‖v‖L1
V
).
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On a ainsi la majoration voulue au rang p, à condition d’identifier y(t) avec dpxφvt (α1, . . . , αp).
Pour cela, nous introduisons

zε(t) = y(t)− 1

ε

(
dp−1
x+εαp

φvt − dp−1
x φvt

)
(α1, . . . , αp−1),

que nous développons à partir de l’équation intégrale 1.18 et de celles obtenues par l’hy-
pothèse de récurrence à l’ordre p− 1, pour obtenir une équation intégrale en zε(t) :

zε(t) =

∫ t

0

dφv
s(x)vszε(s) ds+

∫ t

0

F p
x (s) ds (1.20)

−1

ε

∫ t

0

F p−1
x+εαp

(s)− F p−1
x (s) ds (1.21)

−1

ε

∫ t

0

(
dφv

s(x+εαp)vs − dφv
s(x)vs

)
dp−1
x+εαp

φvs(α1, . . . , αp−1) ds. (1.22)

Tout d’abord F p−1
x (s) ne fait intervenir que des termes d’ordre au plus p− 1 qui sont tous

différentiables et uniformément bornés par hypothèse de récurrence. Donc par convergence
dominée, le terme (1.21) tend vers dxF p−1

x (s)αp. Quant à la deuxième intégrale (1.22), elle
converge vers d2

φv
s(x)vs(dxφ

v
sαp, α1, . . . , αp−1) pour les mêmes raisons (convergence simple et

domination). Finalement, utilisant la relation (1.19) on obtient :

zε(t) =

∫ t

0

dφv
s(x)vszε(s) ds+ h(ε),

où h(ε)−→
ε→0

0. Le lemme de Gronwall nous donne alors la majoration |zε(t)| ≤ |h(ε)| exp(cV ‖v‖L1
V
),

d’où l’on conclue que zε(t)−→
ε→0

0. �

Définition 4 Soit p ≥ 1 un entier. L’espace Ap
id ,0 est l’ensemble des difféomorphismes φ

dans Rd, de classe Cp, et tels que φ− id ainsi que toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre p sont
nuls à l’infini. Ap

id ,0 est un espace métrique complet pour la distance

dp(φ, ψ) = ‖φ− ψ‖p,∞ + ‖φ−1 − ψ−1‖p,∞.

De même, l’espace C([0, 1],Ap
id ,0) des applications continues de [0, 1] dans Ap

id ,0 est un
espace complet pour la métrique Dp(φ, ψ) = Supt∈[0,1]dp(φt, ψt).

Proposition 8 Soit p ≥ 1 et supposons que V s’injecte continûment dans Cp
0 (Ω,Rd).

Alors on a les résultats suivants :

1. L’application flot Φ : L1
V → C([0, 1],Ap−1

id ,0) est continue.

2. Si vn converge vers v dans L1
V alors pour tout t ∈ [0, 1], dpφvn

t converge vers dpφvt
uniformément sur tout compact.
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3. Si vn converge faiblement vers v dans L2
V alors pour tout t ∈ [0, 1], dqφvn

t converge
simplement vers dqφvt pour tout q ≤ p− 1.

Preuve. On va raisonner par récurrence sur p ≥ 1, le cas p = 1 correspondant à des
résultats déjà démontrés (propositions 3, 5, 6 et théorème 4). Supposons donc le résultat
vrai jusqu’à l’ordre p et montrons le pour p+ 1.

Montrons tout d’abord que la continuité de Φ dans C([0, 1],Ap−1
id ,0). Soit vn, pour n ≥ 0,

et v des champs dans L1
V . Pour simplifier, on notera φv

n
= φn et φv = φ. L’équation

intégrale pour la différentielle d’ordre q = p s’écrit (cf. (1.18) et (1.12) pour q = 1) :

dqφnt = dqid +

∫ t

0

dφn
s
vns d

qφns ds+

∫ t

0

F n,p
x (s) ds, (1.23)

où F n,p
x (s) =

∑q
l=2 d

l
φn

s
vns (α

l
n1, . . . , α

l
nl) ds, chaque αlnk étant une combinaison linéaire de

termes du type dmφns (αi1 , . . . , αim) avec m ≤ q + 1 − l ≤ q − 1. Supposons tout d’abord
que (vn) converge vers v dans L1

V , et montrons tout d’abord que
∫ t

0
F n,p
x (s) ds converge

uniformément. D’après l’hypothèse de récurrence, tous les dmφnt convergent uniformément
jusqu’à l’ordre q − 1, donc les αlnk convergent uniformément, et il en va de même pour
dlφn

s
vns : en effet on peut écrire

|dlφn
s
vns − dlφs

vs| ≤ |dlφn
s
vns − dlφs

vns |+ |dlφs
(vns − vs)|

≤ ‖vns ‖l+1,∞‖φns − φs‖∞ + ‖vns − vs‖l,∞,

ce qui tend vers 0. On en déduit aisément que
∫ t

0
F n,p
x (s) ds converge uniformément vers le

terme correspondant dans l’équation de dqφt. A présent si l’on forme la différence dqφnt −
dqφt, on voit qu’elle satisfait l’équation intégrale :

dqφnt − dqφt =

∫ t

0

dφn
s
vns .(d

qφns − dqφs) ds

+

∫ t

0

(dφn
s
vns − dφsvs).d

qφs ds+

∫ t

0

(F n,p
x (s)− F p

x (s)) ds. (1.24)

Ici la première intégrale est majorée par cV ‖vns ‖L2
V

∫ t
0
|dqφns − dqφs| ds, et la deuxième

converge uniformément car dφn
s
vns −dφsvs tend uniformément vers 0 (vu plus haut), et dqφs

est uniformément borné. Par application du lemme de Gronwall à (1.24) on déduit de tout
ceci le convergence uniforme de dqφnt vers dqφt. Il nous reste à montrer la décroissance à
l’infini des dérivées d’ordre q, et nous suivons pour cela un raisonnement identique à celui
de la proposition 5. Soit donc v ∈ C([0, 1], V ). Nous passons sur le fait que pour tout ε > 0

il existe un A > 0 tel que | dlxvt| < ε dès que |x| > A, l ≤ q et t ∈ [0, 1], ce qui se démontre
de manière strictement identique au cas q = 0. Maintenant soit M > 0 un majorant des
‖φt− id ‖p,∞ pour t ∈ [0, 1]. En choisissant |x| > A+M nous nous assurons que |φvt (x)| > A
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pour tout temps t, puis à partir l’équation intégrale associée à dqxφt (1.18), nous obtenons
la majoration |dqxφt| ≤ ε

∫ t
0
|dqxφs|ds + εM̃ , pour une certaine constante M̃ . Finalement le

lemme de Gronwall nous permet de conclure, ce qui termine la preuve de la continuité de
Φ dans C([0, 1],Ap−1

id ,0).
A présent regardons ce qui se passe pour q = p+1. On constate que tout le raisonnement

vu plus haut reste valable, mis-à-part la convergence de dp+1
φn

s
vns car on ne peut pas écrire

une majoration par ‖vns ‖p+2,∞. En remplacement, on utilise le module de continuité de
dqvns , qui tend bien vers 0 s’il est restreint à un compact fixé. Ainsi on obtient finalement
une convergence uniforme sur tout compact.

Finalement examinons le cas de la convergence faible, et montrons d’abord que dqφn

converge simplement pour q = p. Tout d’abord notons que la convergence faible de (vn)

implique la convergence simple des dérivées dlvnt jusqu’à l’ordre p + 1. De plus, une suite
faiblement convergente étant bornée, tous les termes en jeu dans l’équation (1.23) restent
uniformément bornés, et par conséquent le raisonnement inductif vu pour la convergence
uniforme passe aussi ici pour la convergence simple. �

Il est clair que le dernier résultat (convergence faible implique convergence simple) n’est
en fait que partiel : en montrant l’équicontinuité des applications (t, x) 7→ dqφvt (x) pour
q ≤ p − 1 nous pouvons obtenir comme dans le cas q = 0 (cf. théorème 4) la continuité
faible pour la convergence uniforme des dqφvt . Nous allons prouver ce résultat seulement
pour le cas q = 1, car nous nous en servirons par la suite (au chapitre 5).

Proposition 9 Si V s’injecte continûment dans C2
0(Rd,Rd) alors les applications (t, x) 7→

dφvt (x) sont équicontinues sur toute partie bornée de L2
V . Par conséquent si vn converge

faiblement vers v dans L2
V alors dφvn

t converge vers dφvt uniformément sur tout compact et
vis-à-vis de t.

Preuve. D’après l’équation intégrale vérifiée par la différentielle du flot (1.10), on peut
écrire, pour x, y ∈ Rd, t ∈ [0, 1] et v ∈ L2

V ,

|dxφvt − dyφ
v
t | ≤

∫ t

0

|dφv
s(x)vs dxφ

v
s − dφv

s(y)vs dyφ
v
s| ds

≤
∫ t

0

(
|dφv

s(x)vs − dφv
s(y)vs||dxφvs|+ |dφv

s(y)vs||dxφvs − dyφ
v
s|
)
ds

≤
∫ t

0

(
‖vs‖2,∞|φvs(x)− φvs(y)|‖dφvs‖∞ + ‖vs‖1,∞‖d2φvs‖∞|x− y|

)
ds.

Grâce aux hypothèses d’injection et aux majorations (1.11) et (1.17), nous pouvons contrô-
ler ‖vs‖2,∞, ‖dφvs‖∞, ‖vs‖1,∞ et ‖d2φvs‖∞ en fonction de ‖v‖L2

V
. Finalement nous concluons
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en utilisant l’équicontinuité des applications (t, x) 7→ φvt (x) (proposition 7) pour majorer
le terme |φvs(x)− φvs(y)|. Pour l’équicontinuité en temps, on écrit :

|dxφvt − dxφ
v
s| ≤

∫ t

s

|dφv
r(x)vr dxφ

v
r | dr

≤ c1e
c′1‖v‖L2

V

∫ t

s

‖vr‖1,∞ dr

≤ c1e
c′1‖v‖L2

V cV

∫ t

s

‖vr‖V dr

≤ c1e
c′1‖v‖L2

V cV ‖v‖L2
V

√
t− s.

Ceci montre l’équicontinuité vis-à-vis de x et t. Le résultat de continuité faible des v 7→ dφvt
s’obtient alors de manière identique à e qui a été vu dans la preuve du théorème 4. �

1.2 Groupe de déformations et géodésiques

1.2.1 Le groupe AV

On va considérer l’ensemble de tous les difféomorphismes obtenus à partir de champs
v ∈ L1

V . On définit donc AV = {φvt | v ∈ L1
V , t ∈ [0, 1]} . Remarquons qu’il suffit en fait de

considérer les flots au temps t = 1, c’est-à-dire que l’on a

AV =
{
φv1 | v ∈ L1

V

}
.

En effet, il suffit de voir que pour tout t ∈ [0, 1] et tout v ∈ L1
V , φv̂1 = φvt où v̂ est défini par

v̂s = vs si s ≤ t et v̂s = 0 sinon.

Proposition 10 AV est un groupe et un espace complet pour la métrique

dV (id , φ) = inf
{
‖v‖L1

V
| v ∈ L1

V , φ
v
1 = φ

}
étendue par invariance à droite : dV (φ, ψ) = dV (id , ψ ◦ φ−1).

Preuve. La propriété de groupe se vérifie en remarquant que pour u, v ∈ L1
V , φu1◦φv1 = φu∗v1

où l’opération u ∗ v (concaténation) est définie par

(u ∗ v)t =

{
1
2
u2t si t ≤ 1

2
1
2
v2t−1 si t > 1

2
;

et que (φv1)
−1 = φv̂1 avec v̂t = v1−t.

Montrons à présent que dV est une distance sur AV :
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– symétrie : en posant v̂t = v1−t, on a φv̂1 = (φv1)
−1 et ‖v̂‖L1

V
= ‖v‖L1

V
ce qui prouve

dV (id , φ) = dV (id , φ−1). Donc dV (φ, ψ) = dV (id , ψ ◦ φ−1) = dV (id , φ ◦ ψ−1) =

dV (ψ, φ).
– inégalité triangulaire : soient φ, ψ, ϕ ∈ AV ; on peut écrire ϕ = φu1 ◦ φ et ψ = φv1 ◦ ϕ

avec u, v ∈ L([0, 1], V ). On a alors dV (φ, ψ) ≤ ‖v ∗ u‖L1
V

= ‖v‖L1
V

+ ‖u‖L1
V
, et en

passant à la borne inférieure sur les choix possibles de u et v, on obtient dV (ψ, φ) ≤
dV (ψ, ϕ) + dV (ϕ, φ).

– dV (φ, φ) = dV (id , id ) = 0 car id = φ0
1. Inversement, si dV (φ, ψ) = 0, il existe par

définition de dV une suite (vn) tendant vers 0 dans L1
V et telle que φvn

1 = ψ ◦ φ−1.
Alors par continuité de Φ, il vient ψ ◦ φ−1 = id .

Passons à la complétude : soit (φn) une suite de Cauchy dans (AV , dV ) (avec φ0 = id ).
Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que

∑
n≥0 dV (φn, φn+1) < ∞. Puis on

peut choisir une suite (un) dans L1
V vérifiant φun

1 = φn+1 ◦ (φn)
−1 et

∑
n≥0 ‖un‖L1

V
<∞. On

définit alors vn par vnt = u2k+1t−2k si 1− 2−k ≤ t ≤ 1− 2−k−1 pour 0 ≤ k ≤ n− 1, et vt = 0

si 1−2−n ≤ t ≤ 1. Alors on vérifie facilement que φn = φv
n

1 et que ‖vn+1−vn‖L1
V

= ‖un‖L1
V
.

Ainsi
∑

n≥0 ‖vn+1 − vn‖L1
V

=
∑

n≥0 ‖un‖L1
V
<∞ et (vn) est une suite de Cauchy dans L1

V ,
donc convergente. Notons v sa limite, et φ = φv1. Il reste à montrer que dV (φ, φn) tend vers
0. Or pour p ≥ n, φp = φv

p−vn

1 ◦ φn, et par continuité de Φ, il vient limp→∞ φv
p−vn

1 ◦ φn =

φv−v
n

1 ◦ φn = φ, et donc dV (φ, φn) ≤ ‖v − vn‖L1
V

ce qui tend vers 0. �

A présent nous allons voir que nous pouvons aussi paramétrer le groupe AV par l’espace
de Hilbert L2

V , et construire la distance dV par la norme L2
V . Nous avons pour cela besoin

du résultat suivant :

Lemme 6 Pour tout v ∈ L1
V , il existe u ∈ L2

V tel que φu1 = φv1 et ‖u‖L2
V
≤ ‖v‖L1

V
.

Preuve. Soit α une application intégrable de [0, 1] dans ]0,+∞[, intégrable, de masse 1,
et A(t) =

∫ t
0
α(s)ds. Si l’on pose, pour tout s ∈ [0, 1], us = α(s)vA(s), on définit un nouvel

élément de L1
V . En effet,

‖u‖L1
V

=

∫ 1

0

α(s)‖vA(s)‖V ds =

∫ 1

0

‖vt‖V dt <∞,

en effectuant le changement de variable t = A(s). De plus φu1 = φv1. En effet,

φvA(t)(x) = x+

∫ A(t)

0

α(s)vs ◦ φvs(x)ds

= x+

∫ t

0

α(r)vA(r) ◦ φvA(r)(x)dr,

de sorte que l’équation intégrale de φut (x) coïncide avec celle de φvA(t)(x). Par unicité nous
en déduisons que φut (x) = φvA(t)(x) pour tout t ∈ [0, 1], et en particulier φu1(x) = φv1(x).
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A présent soit ε > 0 et montrons qu’en choisissant α de façon appropriée, nous pouvons
obtenir ‖u‖L2

V
≤ ‖v‖L1

V
+ ε. Écrivons :

‖u‖2
L2

V
=

∫ 1

0

α(s)2‖vA(s)‖2
V ds =

∫ 1

0

α(A−1(t))‖vt‖2
V dt.

Soit alors η > 0 et, pour t ∈ [0, 1], β(t) = 1
C

(η + ‖vt‖V ), avec C = η + ‖v‖L1
V
, puis

B(t) =
∫ t

0
β(s)ds. L’application B est strictement croissante, avec B(0) = 0 et B(1) = 1 ;

elle définit donc une bijection, et l’on peut choisir α tel que A = B−1. On a alors α◦A−1 =

1/β, et donc

‖u‖2
L2

V
=

∫ 1

0

1

β(t)
‖vt‖2

V dt = C

∫ 1

0

‖vt‖2
V

η + ‖vt‖V
dt

≤ C‖v‖L1
V

= (η + ‖v‖L1
V
)‖v‖L1

V
.

Ainsi ‖u‖L2
V
≤ ‖v‖L1

V

√
1 + η/‖v‖L1

V
≤ ‖v‖L1

V
+ η/2, et donc en choisissant η < 2ε, nous

obtenons la majoration voulue.
Sur la base de ce résultat, nous pouvons alors considérer une suite (un) dans L2

V telle que
φu

n

1 = φv1 et ‖un‖L2
V
≤ ‖v‖L1

V
+ 1

n
. Une telle suite étant bornée, nous pouvons supposer sans

restriction qu’elle converge faiblement vers un certain u ∈ L2
V . Alors d’après le théorème

4, les flots φun

1 convergent vers φu1 , et donc φu1 = φv1. De plus ‖u‖L2
V
≤ lim ‖un‖L2

V
≤ ‖v‖L1

V
.

�

A présent nous pouvons énoncer

Proposition 11

AV =
{
φv1 | v ∈ L2

V

}
,

et pour tout φ ∈ AV ,

dV (id , φ) = inf
{
‖v‖L2

V
| v ∈ L2

V , φ
v
1 = φ

}
.

Preuve. La première assertion est claire d’après le lemme 6, en utilisant simplement le
fait que pour tout v ∈ L1

V , il existe u ∈ L2
V tel que φu1 = φv1. En ce qui concerne la

distance dV , notons δ(id , φ) = inf
{
‖v‖L2

V
| v ∈ L2

V , φ
v
1 = φ

}
. De façon immédiate nous

avons dV (id , φ) ≤ δ(id , φ), puisque L2
V ⊂ L1

V et ‖ · ‖L1
V
≤ ‖ · ‖L2

V
, et l’inégalité inverse est

une conséquence directe du lemme 6, en passant aux bornes inférieures. �
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1.2.2 Existence des géodésiques

Théorème 6 Pour tous φ, ψ ∈ AV il existe v ∈ L2
V tel que φv1 = ψ ◦ φ−1 et d(φ, ψ) =

‖v‖L2
V

= ‖v‖L1
V
. En fait pour un tel champ v, la norme ‖vt‖V est constante pour presque

tout t.

Preuve. Soit (vn) une suite dans LV , minimisante au sens où φvn

1 = ψ◦φ−1 et ‖vn‖L2
V
−→
n→+∞

dV (φ, ψ).

Alors (vn) est bornée et donc sans restriction on peut supposer qu’elle converge faible-
ment. Notons v sa limite. Du théorème de continuité faible du flot 4, nous déduisons
que φv1 = ψ ◦ φ−1. De plus ‖v‖L2

V
≤ lim ‖vn‖L2

V
= dV (φ, ψ). Enfin, par définition de dV ,

‖v‖L1
V
≥ dV (φ, ψ) = ‖v‖L2

V
, et donc ‖v‖L1

V
= ‖v‖L2

V
. Finalement, cette égalité corres-

pondant au cas d’égalité de l’inégalité de Cauchy-Schwartz, elle implique que ‖vt‖V est
constante pp. �

1.3 Problème d’appariement

En termes très vagues, un problème d’appariement consiste, à partir de deux “objets”
O1 et O2 (points, images, courbes,...), à déterminer le difféomorphisme optimal φ tel que
le “transport” du premier objet soit “le plus proche possible” du second.

Plus précisément, selon notre optique, la modélisation d’une fonctionnelle doit suivre
le schéma général suivant :

1. Définir un espace mathématique approprié E contenant les objets d’étude.

2. Définir une action (φ,O) 7→ φ.O du groupe des difféomorphismes AV sur l’espace E.

3. Définir une distance dE sur l’espace E afin de mesurer l’appariement entre les objets.

Une fois un tel cadre fixé, le terme d’attache aux données est alors défini par

A(φv1) = dE(φv1.O1, O2).

Définition 5 Soit A : AV → [0,+∞[ une fonctionnelle (appelée attache aux données), et
λ > 0 fixé. Le problème d’appariement pour A consiste à minimiser sur AV

J(φ) = λdV (id , φ) + A(φ).

De manière équivalente, il s’agit de minimiser sur L2
V la fonctionnelle

J(v) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2
V dt+ A(φv1). (1.25)

L’équivalence entre les deux formulations provient du théorème d’existence des géodé-
siques sur AV 6.
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Théorème 7 Soit A : AV → [0,+∞[ une fonctionnelle telle que v 7→ A(φv1) soit faible-
ment continue de L2

V dans R. Alors il existe toujours, pour λ > 0, un minimum (dans L2
V

ou dans AV ) pour le problème d’appariement correspondant à A.

D’après le théorème 4, il suffit donc, pour que le résultat tienne, de montrer la continuité
de A pour la convergence uniforme sur tout compact.

Preuve. D’après le théorème 4, si vn converge faiblement vers v dans L2
V , alors φvn

1

converge vers φv1 uniformément sur tout compact, et donc A(φv
n

1 ) converge vers A(φv1). Ainsi
v 7→ A(φv1) est bien faiblement continue. Ensuite, considérons une suite minimisante (vn)

dans L1
V . Cette suite est bornée puisque ‖vn‖L1

V
≤ J(vn) qui est borné. Quitte à extraire

une sous-suite on peut donc considérer que (vn) est une suite minimisante faiblement
convergente vers v. Grâce à la faible continuité de v 7→ A(φv1), on en déduit que A(φv

n

1 )

converge vers A(φv1). D’autre part la convergence faible de (vn) assure que lim ‖vn‖L1
V
≥

‖v‖L1
V
. Ainsi J(v) ≤ lim J(vn) = inf J et donc J(v) = inf J . �

1.4 Adjonction des déformations rigides dans le modèle

L’espace V des champs de vecteurs, tel que nous l’avons construit, ne permet pas
de modéliser les déformations rigides de l’espace (translations, rotations et éventuellement
dilatations), ceci à cause de l’hypothèse de nullité à l’infini. Dans d’autres situations, comme
le cas de la géométrie sphérique - que nous étudierons au chapitre 3 - il peut être possible
de les générer, mais de toutes manières il n’est pas souhaitable d’évaluer le coût de ces
déformations par la norme L2

V .
Nous voyons ici comment construire un modèle qui traite de façon indépendante défor-

mations élastiques et rigides, afin de pouvoir contrôler le coût, éventuellement nul, attribué
à ces dernières.

1.4.1 Champs générant les déformations rigides

Le groupe euclidien E(d) est l’ensemble des isométries directes de Rd. C’est un produit
semi-direct du groupe des rotations SO(d) et du groupe des translations. Ces isométries
peuvent être considérées en tant que flots de champs de vecteurs dépendant du temps.
L’espace vectoriel E(d) des champs de vecteurs générant ces déformations est de dimension
finie égale à d(d + 1)/2. Il est engendré par les champs constants et les champs x 7→ ax

où a est une matrice antisymétrique. Pour d = 2 par exemple, E(2) = Vect{e1, e2, e3}
avec e1(x1, x2) = (1, 0), e2(x1, x2) = (0, 1) et e3(x1, x2) = (−x2, x1). L’espace E(d) peut
être muni d’une structure euclidienne naturelle en posant, pour tout e = a + τ ∈ E(d),
|e|2 = |a|2 + |τ |2. Nous pouvons alors considérer, comme nous l’avons fait pour l’espace V ,



22 1.4. Adjonction des déformations rigides

des champs dépendant du temps appartenant à l’espace de Hilbert L2([0, 1], E), et définir
leurs flots.

Proposition 12 Pour tout e ∈ L2([0, 1], E(d)), il existe une solution unique Ee ∈ C([0, 1], E(d))

à l’équation de flot

Ee
t x = x+

∫ t

0

esE
e
sxds.

A présent nous formons l’espace de Hilbert V ×E(d). Nous noterons πV : V ×E(d) → V

et πE : V × E(d) → E(d) les projections canoniques associées. Nous introduisons aussi
l’espace de Hilbert L2([0, 1], V × E(d)) (aussi identifié à L2([0, 1], V )× L2([0, 1], E(d))).

Proposition 13 Pour tous champs wt s’écrivant sous la forme wt = vt + et avec (v, e) ∈
L2([0, 1], V × E(d)), il existe une solution unique φw ∈ C([0, 1],A) à l’équation de flot

φwt (x) = x+

∫ t

0

ws ◦ φws (x)ds.

Cette solution satisfait φwt = Ee
tφ

u
t avec ut = (dEe

t )
−1vt ◦ Ee

t

Preuve. Nous avons

∂t(E
e
tφ

u
t ) = ∂tE

e
tφ

u
t + dEe

t ∂tφ
u
t

= etE
e
tφ

u
t + dEe

t ut ◦ φut
= etE

e
tφ

u
t + dEe

t ut(E
e
t )
−1Ee

t ◦ φut
= (et + vt)E

e
tφ

u
t .

Ainsi Ee
tφ

u
t et φwt satisfont la même équation intégrale et sont donc égaux par unicité. �

1.4.2 Problème d’appariement incluant les déformations rigides

Proposition 14 Supposons que V est invariant par translations et rotations, c’est-à-dire
que pour tout E ∈ E(d) la transformation v 7→ (dE)−1v ◦ E est une isométrie de V . Soit
A : AV → [0,+∞[ une fonctionnelle telle que v 7→ A(φv1) soit faiblement continue sur L2

V .
Alors les deux problèmes suivants sont équivalents :

1. Minimiser J sur l’espace L2([0, 1], V × E(d)), où

J(v, e) =

∫ 1

0

‖vt‖2
V dt+ A(φv+e1 ),
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2. Minimiser J̃ sur l’espace L2([0, 1], V )× E(d), où

J̃(u,E) =

∫ 1

0

‖ut‖2
V dt+ A(Eφu1).

Preuve. Soit (v, e) ∈ L2([0, 1], V × E(d)). D’après la proposition 13, en posant ut =

(dEe
t )
−1vt ◦ Ee

t et E = Ee
1, on obtient φw1 = Eφu1 et donc A(φw1 ) = A(Eφu1). De plus la

propriété d’invariance de V assure que ‖vt‖V = ‖ut‖V . Ainsi J(v, e) = J̃(u,E). Réciproque-
ment, soit (u,E) ∈ L2([0, 1], V )×E(d). L’espace E(d) est connexe, et l’on peut construire
facilement une application régulière t 7→ et à valeurs dans E(d) et telle que Ee

1 = E. En
posant alors

vt =

{
2u2t si 0 ≤ t ≤ 1

2

0 si 1
2
< t ≤ 1,

et et =

{
0 si 0 ≤ t ≤ 1

2

2e2t−1 si 1
2
< t ≤ 1,

on vérifie immédiatement que φw1 = Eφu1 puis que J(w) = J̃(u,E). �
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Chapitre 2

Méthodes à noyaux pour les problèmes
d’appariement

La première partie de ce chapitre expose les résultats mathématiques fondamentaux
sur les noyaux reproduisants. Le premier objectif est de proposer une méthode théorique
pour la modélisation de l’espace V de champs de vecteurs introduit au chapitre 1, à partir
duquel sont construits les difféomorphismes. Dans cette optique, nous examinons le lien
entre régularité du noyau et régularité de l’espace, afin de déterminer sous quelles conditions
le critère d’admissibilité (1.1) est satisfait. Puis nous étudions les conditions d’invariance
vis-à-vis des isométries de l’espace. Au final, les résultats connus sur les fonctions de type
positif fournissent des critères explicites de sélection du noyau.

En fait tous les algorithmes d’appariement que nous verrons par la suite seront direc-
tement exprimés en fonction du noyau de l’espace V , précisément parce qu’une fois les
objets d’étude discrétisés, on est toujours amené à examiner le mouvement d’un nombre
fini de points dans l’espace, mouvement qui peut être décrit par des combinaisons de
champs splines. Ce principe, que nous appelons principe de réduction, est formalisé en
deuxième partie. Nous terminons en introduisant l’exemple générique, celui de l’apparie-
ment de points caractéristiques.

2.1 Espaces de Hilbert à noyaux reproduisants

Nous présentons ici les principaux résultats de la théorie des espaces de Hilbert à noyaux
reproduisants, en les étendant au cas de fonctions à valeurs vectorielles. Dans le cas scalaire,
les références principales sont les articles d’Aronszajn [4, 5]. Par ailleurs, Laurent Schwartz
a développé une version abstraite de la théorie, avec la notion de sous-espace hilbertien
[46]. Nous renvoyons aussi aux ouvrages suivants : [56, 43].

25
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2.1.1 Espaces de Hilbert, représentation de Riesz

Soit H un espace de Hilbert. Nous noterons

1. 〈·, ·〉H son produit scalaire et ‖ · ‖H sa norme,

2. H ′ l’espace dual, de norme ‖ · ‖H′ et de produit scalaire 〈·, ·〉H′ . L’action d’une forme
linéaire η ∈ H ′ sur un élément h ∈ H sera notée à l’aide du crochet de dualité 〈η|h〉.

Le théorème de représentation de Riesz établit l’existence d’une isométrie, notée ici
KH , entre H ′ et H vérifiant pour tous η ∈ H ′ et h ∈ H,

〈η|h〉 = 〈KHη, h〉H . (2.1)

2.1.2 Espaces reproduisants et noyaux

Espaces reproduisants

Définition 6 Soit (H, ‖·‖H) un espace de Hilbert formé de fonctions sur un ensemble S, à
valeurs dans Rm. H est dit espace à noyau reproduisant ou RKHS (pour Reproducing
Kernel Hilbert Space) si les fonctionnelles d’évaluation δx : f 7→ f(x) sont continues pour
tout x ∈ S.

Remarque 2 Afin de travailler avec des formes linéaires, nous utiliserons plutôt lorsque
m ≥ 2 les fonctionnelles δαx : f 7→ f(x) · α, pour x ∈ S et α ∈ Rm. L’espace de Hilbert H
est donc un RKHS si et seulement si toutes ces fonctionnelles appartiennent au dual H ′.

En termes plus abstraits, un espace reproduisant est donc un sous-ensemble H ⊂ (Rm)S

muni d’une structure d’espace de Hilbert, et tel que l’injection H → (Rm)S est continue
pour la topologie de la convergence simple. La généralisation immédiate de cette définition
conduit à la notion de sous-espace hilbertien d’un espace vectoriel topologique ; voir pour
cela [46]. Retenons que si H est un espace reproduisant, la convergence dans H d’une suite
de fonctions implique leur convergence ponctuelle.

Définition 7 Soit H un RKHS. Le noyau reproduisant de H est l’application kH :

S2 → L(Rm) telle que pour chaque x ∈ S et α ∈ Rm,

kH(x, ·)α = KHδ
α
x , (2.2)

c’est-à-dire que kH(x, ·)α est l’unique élément de H vérifiant : pour tout h ∈ H,

h(x) · α = δαx (h) = 〈kH(x, ·)α, h〉H . (2.3)
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Nous appellerons les fonctions k(x, ·)α fonctions fondamentales, ou champs splines dans
le cas où H est un espace de champs de vecteurs (m = d).

En appliquant (2.3) avec une fonction h elle-même égale à une autre fonction fondamen-
tale k(y, ·)β, on obtient la propriété suivante, qui justifie le terme de noyau reproduisant :

Proposition 15 Soit H un RKHS. Pour tous x, y ∈ S et α, β ∈ Rm,

〈kH(x, ·)α, kH(y, ·)β〉H = β · kH(x, y)α. (2.4)

Noyaux vectoriels positifs

Les fonctions ou noyaux de type positif ont fait l’objet d’études bien avant que soit
développée la théorie des espaces reproduisants, car ils interviennent dans de nombreuses
branches de mathématiques. Nous donnons ici la définition dans le cadre vectoriel qui nous
occupe, et nous reviendrons par la suite sur les théorèmes de caractérisation des noyaux
invariants (section 2.1.4).

Définition 8 On appelle noyau vectoriel positif de dimension m sur S toute application
k : S2 → L(Rm) vérifiant : pour tous x, y ∈ S, k(y, x) = k(x, y)∗, et pour tous x1, . . . , xn ∈
S et α1, . . . , αn ∈ Rm,

n∑
i,j=1

αj · k(xi, xj)αi ≥ 0. (2.5)

Si de plus lorsque les xi sont distincts l’expression ci-dessus est nulle seulement si les αi

sont tous nuls, alors le noyau k est dit strictement positif.

En d’autres termes, la condition de positivité est que la matrice bloc de taille m ∗ n
formée des matrices des k(xi, xj) pour 1 ≤ i, j ≤ n soit symétrique positive. Ceci nous
amène à l’extension de notation suivante :

Définition 9 Soit k un noyau vectoriel de dimension m sur Rd. Pour tout n ≥ 0 et tous
points x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) dans (Rd)n, on note k(x,y) l’opérateur de
L((Rd)n) tel que pour tout α = (α1, . . . , αn) ∈ (Rm)n, β = k(x,y)α est l’élément de
(Rm)n dont la ie composante est donnée par

βj =
n∑
i=1

k(xi, xj)αj.

Lorsque y = x, on notera parfois simplement k(x) cet opérateur.
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Dans la suite nous utiliserons souvent ces notations afin de simplifier les écritures. Pour
un élément x ∈ (Rd)n et un champ v ∈ V , on notera aussi parfois v(x) = (v(x1, . . . , v(xn) ∈
(Rd)n et φvt (x) = (φvt (x

1), . . . , φvt (x
n)).

Proposition 16 Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

i) k est un noyau positif sur Rd.

ii) Pour tout n ≥ 0 et tout x ∈ (Rd)n, k(x,x) est un opérateur symétrique positif.

iii) Pour tout n ≥ 0, le noyau vectoriel k est positif sur (Rd)n.

L’équivalence entre i) et ii) découle directement de la remarque faite précédemment.
Pour le iii), il suffit de remarquer que la condition de positivité (2.5) exprimée pour p
points sur (Rd)n équivaut à la condition de positivité pour p ∗ n points sur Rd.

Théorème fondamental

Théorème 8 Les noyaux vectoriels positifs de dimension m sur S sont exactement les
noyaux reproduisants des RKHS de fonctions définies sur S et à valeurs dans Rm. Plus
précisément,

i) Le noyau reproduisant d’un RKHS est un noyau positif.
ii) A tout noyau positif k sur S de dimension m, il correspond un unique RKHS sur
S, à valeurs dans Rm, dont k est le noyau reproduisant.

Preuve.
i) SiH est un RKHS, alors d’après la propriété reproduisante (2.4), pour tous x1, . . . , xn ∈

S et α1, . . . , αn ∈ Rm,

n∑
i,j=1

αj · kH(xi, xj)αi =
∥∥∥ n∑
i=1

kH(xi, ·)αi
∥∥∥2

H
≥ 0,

donc kH est un noyau positif.

ii) On considère l’espace H0 = Vect(k(x, ·)α, x ∈ S, α ∈ Rm), c’est-à-dire l’espace des
fonctions de la forme

f(x) =
n∑
i=1

k(xi, x)αi.

Notons que l’on supposera toujours les xi distincts dans une telle écriture. On définit
l’opération 〈·, ·〉H0 en partant de la relation

〈k(x, ·)α, k(y, ·)β〉H0 = β · k(x, y)α pour tous x, y ∈ S et α, β ∈ Rm,
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que l’on étend ensuite par bilinéarité à H0. Cette forme est définie de manière unique :
pour le montrer il suffit de voir que si une combinaison f =

∑n
i=1 k(x

i, ·)αi est identique-
ment nulle, alors 〈f, g〉H0 = 0 pour tout g ∈ H0. C’est le cas puisque pour tous y et β,
〈k(y, ·)β,

∑n
i=1 k(x

i, ·)αi〉H0 = β · (
∑n

i=1 k(x
i, y)αi) = 0. La positivité du noyau implique

alors que 〈·, ·〉H est symétrique et positive. Pour voir qu’il s’agit d’un produit scalaire,
remarquons que l’on a, pour tous f ∈ H0, x ∈ S et α ∈ Rm, α · f(x) = 〈k(x, ·), f〉H0 . En
appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient |f(x)| ≤ 〈k(x, ·)α, k(x, ·)α〉H0〈f, f〉H0 .

Par conséquent nous obtenons bien la propriété : 〈f, f〉H0 = 0 implique f identiquement
nulle. L’espace H0 est donc un espace préhilbertien. A présent soit (fn) une suite dans H0.
Pour x ∈ S, α ∈ Rm et p, q ∈ N, on peut écrire :

|(fp(x)− fq(x)) · α| = |〈fp − fq, k(x, ·)α〉H0 | ≤ ‖fp − fq‖H0

√
α · k(x, x)α,

et donc |fp(x) − fq(x)| ≤ ‖fp − fq‖H0

√
|k(x, x)|. Par conséquent, si (fn) est une suite de

Cauchy dans H0, elle converge simplement vers une fonction f . On peut alors réaliser la
complétion de H0 en tant qu’espace fonctionnel comme suit. Soit H l’ensemble des limites
simples des suites de Cauchy de H0. Si (fn) est une suite de Cauchy dans H0 et f sa limite
simple, alors on pose : f = lim fn dans H, et ‖f‖H = lim ‖fn‖H0 . Cependant, il faut ici
faire attention à ce que deux suites de Cauchy différentes (au sens ou la différence tend
vers 0) n’aient pas la même limite simple. Autrement dit, il faut vérifier : si (fn) est de
Cauchy dans H0 et converge en tout point vers 0, alors lim fn = 0 dans H0. Pour cela
notons d’abord que (fn) converge faiblement vers 0 dans H0, puisque les produits scalaires
dans H0 correspondent à des combinaisons linéaires d’évaluations ponctuelles. Ensuite pour
ε > 0 fixé, il existe d’après la propriété de Cauchy, un entier p tel que pour tout n ≥ p,

‖fn‖2
H0
− 2〈fp, fn〉H0 ≤ ‖fn − fp‖2

H0
≤ ε.

On a limn→∞〈fp, fn〉H0 = 0 par convergence faible, et par conséquent ‖fn‖2
H0
≤ 2ε pour n

assez grand. Ainsi (fn) converge vers 0 dans H0.
L’espace de Hilbert H ainsi constitué est bien un RKHS de noyau k, puisque pour

tout x ∈ S et α ∈ Rm, δαx (f) = α · f(x) = limn→∞ α · fn(x) par convergence simple, puis
δαx (f) = limn→∞〈k(x, ·)α, fn〉H0 = 〈k(x, ·)α, f〉H par convergence dans H.

Montrons à présent l’unicité de H. Soit H̃ un autre RKHS de noyau k. H̃ doit contenir
tous les k(x, ·)α, et donc contenir H0. De plus, les produits scalaires 〈·, ·〉H0 et 〈·, ·〉H
coïncident sur H0. Enfin une suite de Cauchy dans H0 a même limite dans H et dans
H̃ puisque cette limite converge aussi au sens de la convergence simple. Ainsi H est un
sous-espace fermé de H̃. A présent si f est un élément de H̃ orthogonal à H, on a pour
tous x et α, f(x) · α = 〈f, k(x, ·)α〉H = 0, donc f = 0. Ainsi H = H̃. �

Remarquons que n’importe quel espace de Hilbert H peut être vu comme espace repro-
duisant de fonctions définies sur un certain ensemble. En effet, si X est une partie complète
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de H (c’est-à-dire Vect X est dense), on pose pour h ∈ H, et x ∈ X, h(x) = 〈h, x〉H . il
est clair que H est alors un espace reproduisant de fonctions scalaires sur X, de noyau
kH(x, y) = 〈x, y〉H .

Quelques propriétés importantes

Soit H un espace reproduisant. Notons tout d’abord la suite d’identités suivante, qui
est juste une manipulation des définitions, mais sera souvent utilisée par la suite : pour
toute forme linéaire µ ∈ H ′, x ∈ S et α ∈ Rm,

KHµ(x) · α = 〈δαx |KHµ〉 = 〈KHδ
α
x , KHµ〉H = 〈µ|KHδ

α
x 〉 = 〈µ|kH(x, ·)α〉.

Proposition 17 (Expression du noyau) Soit H un espace reproduisant séparable et
(en)n∈N une base orthonormée de H. Alors pour tous x, y ∈ S,

kH(x, y)α = lim
N→∞

N∑
n=0

α · en(x) en(y).

Preuve. kH(x, ·)α est la limite dans H de
∑N

n=0〈kH(x, ·)α, en〉Hen, et donc aussi limite
simple en tout y ∈ S. Ainsi,

kH(x, y)α = lim
N→∞

N∑
n=0

〈kH(x, ·)α, en〉H en(y) = lim
N→∞

N∑
n=0

α · en(x) en(y).

�

Lemme 7 Soit H un espace reproduisant, et (fn) une suite bornée dans H convergeant
simplement vers une fonction f . Alors f ∈ H et (fn) converge faiblement vers f dans H.

Preuve. Puisque (fn) est bornée dans l’espace de Hilbert H, il suffit de voir que toute
limite faible f̃ d’une sous-suite (fϕn) est égale à f . Or pour tout x ∈ Rd,

f(x) · α = lim
n→∞

fϕn(x) · α = lim
n→∞

〈fϕn , k(x, ·)α〉H = 〈f̃ , k(x, ·)α〉H = f̃(x) · α.

�

2.1.3 Résultats de régularité

Nous nous plaçons à présent dans le cas d’espaces de fonctions définies sur S = Rd,
et nous allons voir comment les propriétés de régularité du noyau peuvent se transmettre
à l’espace de Hilbert qu’il engendre. Pour le cas scalaire, des résultats analogues, mais
démontrés dans un cadre beaucoup plus abstrait, peuvent être trouvés dans l’article de
Laurent Schwartz [46].
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Proposition 18 Soit k un noyau vectoriel positif de dimension m, continu et borné sur
Rd, et tel que pour tout x ∈ Rd, k(x, ·) est nul à l’infini. Alors l’espace reproduisant de k
s’injecte continûment dans C0(R

d,Rm).

Preuve. Par hypothèse, les fonctions k(x, ·)α appartiennent toutes à C0(R
d,Rm). Donc

l’espace H0 qu’elles engendrent est inclus dans C0(R
d,Rm). D’autre part, par définition du

noyau reproduisant, on a pour tous f ∈ H0 et x ∈ Rd, α ∈ Rm, f(x) ·α = 〈kH(x, ·)α, f〉H .
En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient |f(x) · α| ≤ ‖k(x, ·)α‖H‖f‖H =√
α · k(x, x)α‖f‖H , et donc ‖f‖∞ ≤ supx∈Rd

√
|k(x, x)|‖f‖H . Par conséquent les suites

de Cauchy dans H0 convergent au sens de la norme uniforme, et donc les éléments de H
(limites simples des suites de Cauchy) appartiennent à C0(R

d,Rm) et vérifient ‖f‖∞ ≤√
‖k‖∞‖f‖H . Ainsi H s’injecte continûment dans C0(R

d,Rm). �

Théorème 9 Soit p ≥ 0 un entier et k est un noyau positif admettant des dérivées conti-
nues et bornées sur Rd jusqu’à l’ordre 2p. On suppose de plus que pour tout x ∈ Rd,
k(x, ·) est nul à l’infini ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre p. Alors l’espace reprodui-
sant correspondant s’injecte continûment dans Cp

0 (Rd,Rm). De plus, pour tous 1 ≤ q ≤ p,
x, x̃1, . . . , x̃q ∈ Rd et α ∈ Rm, la fonction ∂q1(k(x, ·)α)(x̃1, . . . , x̃q) appartient à H et satisfait

α · dqxf(x̃1, . . . , x̃q) = 〈f, ∂q1(k(x, ·)α)(x̃1, . . . , x̃q)〉H . (2.6)

Preuve. Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur p ≥ 0, le cas p = 0 étant
acquis grâce à la proposition 18. Supposons donc le théorème vrai jusqu’à l’ordre p − 1.
Le but est de montrer que pour tout f ∈ H, f ∈ Cp

0 (Rd,Rm) et ‖f‖p,∞ ≤ C‖f‖H pour
un certain C > 0 indépendant de f . Montrons d’abord ce résultat pour f ∈ H0, où H0 est
l’espace engendré par les fonctions noyaux. Par hypothèse on sait que f ∈ Cp

0 (Rd,Rm). De
plus, soit x, x̃1, . . . , x̃p ∈ Rd, α ∈ Rm, et (εn) une suite de réels tendant vers 0. En utilisant
la formule (2.6) à l’ordre p− 1, on a

α · dpxf(x̃1, . . . , x̃p) = lim
n→∞

1

εn
α · (dp−1

x+εnx̃pf − dp−1
x f)(x̃1, . . . , x̃p−1)

= lim
n→∞

〈
f,

1

εn
(∂p−1

1 (k(x+ εnx̃
p, ·)α)− ∂p−1

1 (k(x, ·)α))
〉
H
, (2.7)

où l’on a omis, comme dans la suite de cette preuve, d’écrire la dépendance vis-à-vis
des variables x̃i, pour ne pas surcharger les formules. Les fonctions ∆n = 1

εn
(∂p−1

1 (k(x +

εnx̃
p, ·)α)− ∂p−1

1 (k(x, ·)α)) convergent simplement vers ∂p1(k(x, ·)α). Pour montrer qu’elles
convergent aussi faiblement dans H, il suffit d’après le lemme 7 de montrer que ‖∆n‖H est
borné. Or

‖∆n‖2
H =

1

ε2
n

(
∂2p−2

12 (α · k(x+ εnx̃, x+ εnx̃)α)− 2∂2p−2
12 (α · k(x, x+ εnx̃)α)

+∂2p−2
12 (α · k(x, x)α)

)
, (2.8)
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où le symbole ∂2p−2
12 signifie que l’on dérive le noyau p − 1 fois par rapport à sa pre-

mière variable, et p − 1 fois par rapport à sa seconde variable (dans les mêmes direc-
tions x̃1, . . . , x̃p−1 pour chacune des deux variables). Cette expression est une variation
seconde de ∂2p−2

12 k, donc une variation d’ordre 2p de k. D’après les hypothèses, on peut
donc écrire ‖∆n‖H ≤

√
‖k‖2p,∞|α||x̃1| . . . |x̃p|. Ainsi (∆n)n∈N est une suite bornée dans H.

Par conséquent ∂p1(k(x, ·)α) appartient à H et c’est la limite faible de ∆n dans H. D’où
‖∂p1(k(x, ·)α)‖H ≤ lim inf ‖(∆n)n∈N‖H ≤

√
‖k‖2p,∞|α||x̃1| . . . |x̃p|. Revenant à 2.7, on en

déduit que α · dpxf = 〈f, ∂p1(k(x, ·)α)〉H , puis que

|α · dpxf | ≤ ‖∂p1(k(x, ·)α)‖H‖f‖H ≤
√
‖k‖2p,∞|α||x̃1| . . . |x̃p|‖f‖H ,

et donc ‖f‖p,∞ ≤
√
‖k‖2p,∞‖f‖H . �

2.1.4 Noyaux invariants par transformations rigides

Dans les applications concrètes considérées ici, les espaces de Hilbert modélisent des
champs de déformation (espace V ) ou permettent de mesurer l’appariement entre deux
objets (groupes de points, courbes, images, surfaces). Dans la plupart des cas il est clair
que l’application d’une transformation rigide (translation ou rotation) aux deux objets
en même temps ne devraient pas changer la mesure d’appariement, et que les champs de
déformation devraient se correspondre par la même transformation - et en particulier aient
la même mesure.

Nous sommes donc amenés à examiner des espaces reproduisants invariants sous l’action
de telles transformations. L’autre bénéfice de cette étude est que, la propriété d’invariance
permettant de simplifier l’expression du noyau, il devient alors possible de donner des carac-
térisations constructives de la positivité du noyau (théorèmes de Bochner [9] et Schoenberg
[45] dans le cas scalaire).

Invariance par translations

Proposition 19 Soit H un espace reproduisant sur Rd et kH son noyau. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) pour toute translation τ de Rd, l’application v 7→ v ◦ τ est une isométrie dans V ,

ii) il existe une fonction kH : Rd → L(Rm) telle que pour tous x, y ∈ Rd, kH(x, y) =

kH(y − x).

Preuve. Si V est invariant par translations, alors pour tous x, y, z ∈ Rd et α, β ∈ Rm,

β · kH(x+ z, y + z)α = 〈kH(x, ·)α, kH(y + z, ·+ z)β〉H
= 〈kH(x, · − z)α, kH(y + z, ·)β〉H
= β · kH(x, y + z − z)α = β · kH(x, y)α.
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Ainsi kH(x+z, y+z) = kH(x, y). Prenant z = −x on obtient ainsi que kH(x, y) = kH(y−x)
avec kH(t) = kH(0, t).

Réciproquement, supposons qu’il existe une fonction kH telle que kH(x, y) = kH(y− x)
pour tous x, y ∈ Rd. Alors kH(x + z, y + z) = kH(x, y) pour tous x, y, z, et donc 〈kH(x +

z, ·+z)α, kH(y, ·)β〉H = β ·kH(x+z, y+z)α = β ·kH(x, y)α = 〈kH(x, y)α, kH(y, ·)β〉H pour
tous α, β ∈ Rm. Les fonctions kH(y, ·)β formant un système total dans l’espace de Hilbert
H, l’égalité précédente suffit pour montrer l’action des translations sur V est isométrique.
�

Identification des noyaux positifs invariants par translations

Nous voyons à présent une caractérisation partielle des noyaux invariants par translation
et de leurs espaces associés, grâce à la transformée de Fourier. Le théorème démontré par
Bochner [9] identifie les noyaux positifs scalaires invariants par translations aux fonctions
caractéristiques des mesures boréliennes positives bornées. Nous en donnons ici une version
restreinte et adaptée au cas des noyaux vectoriels.

On note F l’opération de transformation de Fourier, et F−1 son inverse.

Théorème 10 (Bochner) Soit k : Rd → L(Rm) une fonction intégrable ainsi que sa
transformée de Fourier k̂, et vérifiant k = F−1k̂. Alors k est un noyau positif (i.e. k(x, y) =

k(y − x) est positif) si et seulement si sa transformée de Fourier k̂ est telle que pour tout
ω ∈ Rd, k̂(ω) est un opérateur hermitien positif.

La condition k = F−1k̂ permet juste d’assurer que k est bien une fonction continue en
tout point.

Preuve. La condition de positivité de k dit que pour tous x1, . . . , xn ∈ Rd et α1, . . . , αn ∈
Rm, la quantité

∑n
j,k=1 α

k · k(xk − xj)αj est positive. Cette propriété reste vraie en consi-
dérant des vecteurs αj complexes, en remplaçant bien sûr αk par son conjugué. A partir
de la formule d’inversion de Fourier, nous pouvons réécrire la quantité précédente ainsi :

n∑
j,k=1

αk · k(xk − xj)αj =
1

(2π)d

∫
Rd

fx,α(ω)k̂(ω)fx,α(ω) dω, (2.9)

où fx,α(ω) =
∑n

j=1 e
−ixj ·ωαj. Nous voulons montrer alors que la propriété de positivité

reste vraie en remplaçant fx,α par n’importe quelle fonction f : Rd → Rm de classe C∞

à support compact. Soit ε > 0. Puisque k̂ est intégrable, il existe un réel A > 0 tel que
le cube CA = [−A,A]d ⊂ Rd vérifie

∫
Rd\K |k̂(ω)| dω < ε. On peut de plus choisir A tel

que le support de f soit inclus dans CA. On considère alors la restriction de f à CA, que
l’on prolonge par périodicité sur Rd. Les sommes partielles de la série de Fourier de la
fonction fA ainsi constituée convergent uniformément vers f . Par conséquent il existe bien
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une fonction fx,α vérifiant supω∈[−A,A]d |f(ω) − fx,α(ω)| < ε et ‖fx,α‖∞ < ‖f‖∞ + ε. Nous
obtenons ainsi∣∣∣∣∫

Rd

fx,α(ω)k̂(ω)fx,α(ω) dω −
∫

Rd

f(ω)k̂(ω)f(ω) dω

∣∣∣∣
≤ 2‖f‖2

∞ε+ ‖f‖∞ε‖k̂‖L1 + (‖f‖∞ + ε)ε‖k̂‖L1 . (2.10)

Nous déduisons de ce raisonnement que
∫
Rd f(ω)k̂(ω)f(ω) dω ≥ 0 pour toute fonction

f continue bornée, comme nous l’avions annoncé. Soit à présent ω0 fixé et raisonnons
par l’absurde en supposant que k̂(ω0) possède une valeur propre strictement négative. Si
γ0 ∈ Cm est un vecteur propre associé, il est clair par continuité de k̂, qu’il existe un petit
ouvert Ω0 contenant ω0 et tel que pour tout ω ∈ Ω0, γ · k̂(ω)γ < 0. En considérant alors la
fonction continue bornée fω) = ψ(ω)γ où ψ est une fonction scalaire continue strictement
positive sur Ω0 et nulle en dehors, on obtient que

∫
Rd f(ω)k̂(ω)f(ω) dω < 0 ce qui est

exclu. Par conséquent, les opérateurs k̂(ω) sont hermitiens positifs pour tout ω ∈ Rd.
La réciproque est immédiate ; en effet si les opérateurs k̂(ω) sont hermitiens positifs

pour tout ω ∈ Rd, alors l’expression (2.9) est positive pour toute fonction du type fx,α, ce
qui signifie exactement que le noyau est positif. �

Proposition 20 On se place sous les hypothèses du théorème 10. Si de plus k̂(ω) est
strictement positif et borné sur Rd, alors le produit scalaire de l’espace reproduisant H
associé à k(x, y) = k(y − x) s’écrit :

〈f, g〉H =
1

(2π)d

∫
Rd

f̂(ω) · k̂(ω)−1ĝ(ω)dω. (2.11)

Preuve. Posons

H̃ =

{
F−1g | g : Rd → Rm et ‖F−1g‖2

H̃
=

1

(2π)d

∫
Rd

g(ω) · k̂(ω)−1g(ω) dω <∞
}
.

(H̃, ‖ · ‖H̃) est un espace de Hilbert de fonctions (et non de classes de fonctions, puisque
nous passons par la transformée de Fourier inverse), et pour tous x ∈ Rd et α ∈ Rm,

‖k(x, ·)α‖2
H̃

=
1

(2π)d

∫
Rd

e−ix·ωk̂(ω)α · k̂(ω)−1e−ix·ωk̂(ω)α dω

=
1

(2π)d

∫
Rd

α · k̂(ω)α dω <∞.

Ainsi les fonctions k(x, ·)α appartiennent à H̃, et de plus pour tout f ∈ H̃, on a :

〈k(x, ·)α, f〉H̃ =
1

(2π)d

∫
Rd

e−ix·ωk̂(ω)α · k̂(ω)−1f̂(ω) dω

=
1

(2π)d

∫
Rd

eix·ω · f̂(ω) dω = f(x),
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d’après la formule d’inversion de Fourier. Ceci montre que H̃ est un espace reproduisant
dont k(x, y) est le noyau. D’après le principe d’unicité (théorème 2.1), il en résulte que
H = H̃. �

Invariance par isométries

Proposition 21 Soit H un espace reproduisant invariant par translations et kH la fonction
telle que kH(x, y) = kH(y − x). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout élément ρ du groupe orthogonal O(Rd), l’application v 7→ v ◦ ρ−1 est une
isométrie de V .

ii) Il existe une fonction kH : R+ → L(Rm) telle que pour tout z ∈ Rd, kH(z) = kH(|z|).

Preuve.
i)⇒ ii) Pour tous x, y ∈ Rd, α, β ∈ Rm et ρ ∈ O(Rd), on peut écrire :

β · kH(ρx, ρy)α = 〈kH(ρx, ρ·)α, kH(y, ·)β〉H
= 〈kH(ρx, ·)α, kH(y, ρ∗·)β〉H
= α · kH(y, ρ∗ρx)β = β · kH(x, y)α.

Ainsi kH(ρx, ρy) = kH(x, y) pour tous x, y ∈ Rd, et donc kH(ρz) = kH(z) pour tout z ∈ Rd.
Par conséquent kH(z) n’est fonction que de la norme |z|.

ii)⇒ i) Pour tous x, y et ρ, on a kH(ρx, ρy) = kH(|ρ(y − x)|) = kH(x, y), et donc
‖kH(x, ρ·)α‖2

H = ‖kH(ρ−1x, ·)α‖2
H = α · kH(ρx, ρx)α = α · kH(x, x)α = ‖kH(x, y)α‖2

H pour
tous α, β ∈ Rm. Comme dans le cas des translations, nous en concluons que V est invariant
sous l’action de ρ. �

Invariance pour un espace de champs de vecteurs

Lorsque H est un espace de champs de vecteurs, la propriété d’invariance souhaitable
n’est pas celle formulée au paragraphe précédent. En effet l’action naturelle de ρ ∈ O(Rd)

sur un champ de vecteurs v est celle qui fait “tourner” le champ v, c’est-à-dire v 7→ ρv◦ρ−1.
Nous pouvons alors donner des conditions plus précises sur le noyau reproduisant :

Proposition 22 Supposons d ≥ 2 et soit H un espace reproduisant de champs de vecteurs
sur Rd (i.e. on suppose m = d), invariant par translations, et kH la fonction telle que
kH(x, y) = kH(y − x). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) pour tout ρ ∈ O(Rd), l’application v 7→ ρv ◦ ρ−1 est une isométrie de V ,

ii) Il existe deux fonctions scalaires hH , h
⊥
H : R+ → R telles que pour tout z ∈ Rd,

kH(z)z = hH(|z|)z et kH(z)α = h⊥H(|z|)α si z · α = 0.
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Preuve.
i)⇒ ii) Pour tous x, y ∈ Rd, α, β ∈ Rm et ρ ∈ O(Rd), on peut écrire :

β · ρ∗kH(ρx, ρy)ρα = 〈ρ∗kH(ρx, ρ·)ρα, kH(y, ·)β〉H
= 〈kH(ρx, ·)ρα, ρkH(y, ρ∗·)β〉H
= ρα · ρkH(y, ρ∗ρx)β = β · kH(x, y)α.

Ainsi kH(ρx, ρy)ρ = ρkH(x, y) pour tous x, y ∈ Rd, et donc

kH(ρz)ρ = ρkH(z). (2.12)

Prenant ρ = −id on obtient kH(−z) = kH(z), et puisque l’on sait déjà que kH(−z) =

kH(z)∗, on en déduit que les kH(z) sont des opérateurs symétriques. A présent si ρ ∈ O(Rd)

est tel que ρz = z, on obtient kH(z)ρ = ρkH(z). Ainsi kH(z) est un opérateur symé-
trique commutant avec tous les opérateurs orthogonaux qui laissent fixe z. Ceci implique
tout d’abord que z est vecteur propre de kH(z) : en effet pour tout ρ tel que ρz = z,
kH(z)z = kH(z)ρz = ρkH(z)z, donc kH(z)z est fixe par ρ, ce qui implique nécessairement
que kH(z)z et z sont colinéaires. Ensuite, puisque kH(z) est symétrique, le sous-espace z⊥

orthogonal à z dans Rd est stable par kH(z), et kH(z) commute sur z⊥ avec tous les opéra-
teurs orthogonaux. La restriction de kH(z) à z⊥ est donc un opérateur scalaire. Ainsi nous
avons montré qu’il existe deux scalaires λ et λ⊥ tels que kH(z)z = λz et kH(z)α = λ⊥α

si z · α = 0. Enfin en utilisant la propriété (2.12) avec ρ ∈ O(Rd) quelconque, on voit
immédiatement que les valeurs λ et λ⊥ ne dépendent que de la norme |z|.

ii)⇒ i) Lorsque kH possède la propriété énoncée, on vérifie facilement que kH(ρz)ρ =

ρkH(z) pour tous z et ρ, puis que V est invariant sous l’action des isométries. �

Le cas hH = h⊥H correspond aux noyaux scalaires que nous caractérisons au paragraphe
suivant. En pratique, nous avons toujours utilisé des noyaux scalaires pour modéliser les dé-
formations élastiques. On peut trouver dans [13] des exemples de noyaux vectoriels condui-
sant à des champs invariants et tels que hH 6= h⊥H . La figure 2.1.4 montre à quoi ressemblent
les champs splines k(x, ·)α obtenus en choisissant des noyaux hH et h⊥H gaussiens avec dif-
férents paramètres.

2.1.5 Noyaux radiaux scalaires

La façon la plus simple de construire un noyau invariant par isométries et de poser

k(x, y) = h(|y − x|) id pour tous x, y ∈ Rd, (2.13)

où h : R+ → R est une fonction scalaire donnée. Un tel noyau, s’il est positif, satisfait les
conditions d’invariance que nous avons énoncées. Notons néanmoins, comme nous l’avons
vu, que la classe des noyaux invariants est toujours plus grande.



Chapitre 2. Méthodes à noyaux 37

noyau scalaire (hH = h⊥H) cas h⊥H > hH cas h⊥H < hH

Fig. 2.1 – Champs splines

Nous rappelons à présent les résultats mathématiques connus pour qu’une telle fonction
h soit de type positif, c’est-à-dire conduise à un noyau k positif. Les résultats qui suivent
sont dus à Schoenberg et peuvent être trouvés dans [45]. Le premier résultat est une
transposition directe du théorème de Bochner, en intégrant l’invariance rotationnelle dans
la calcul de la transformée de Fourier.

Théorème 11 (Schoenberg) Une fonction h : R+ → R continue définit via (2.13) un
noyau positif si et seulement si

h(r) =

∫ ∞

0

Ωd(ur)dµ(u),

où µ est une mesure borélienne positive bornée sur [0,+∞[ et

Ωd(r) = Γ

(
d

2

)(
2

r

) d−2
2

J d−2
2

(r),

Γ désignant la fonction Gamma et Jν la fonction de Bessel de première espèce d’ordre ν.

Une classe plus facilement identifiable est formée des fonctions vérifiant la propriété
de positivité pour toute dimension d. Un autre résultat de Schoenberg [45] établit le
lien entre ces fonctions et les fonctions complètement monotones, c’est-à-dire telles que
(−1)nf (n)(t) ≥ 0 pour 0 < t < ∞, et f continue en 0. Plus précisément un noyau k

est positif en toute dimension si et seulement si r 7→ k(
√
r) est une fonction complète-

ment monotone. Les fonctions complètement monotones correspondant elles-mêmes aux
transformées de Laplace des mesures positives, on obtient l’identification suivante :

Proposition 23 Une fonction h : R+ → R continue définit via (2.13) un noyau positif
sur Rd pour toute dimension d si et seulement si l’une des deux conditions suivantes est
satisfaite :

i) r 7→ h(
√
r) est une fonction complètement monotone
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ii)

h(
√
r) =

∫ ∞

0

e−r
2u2

dµ(u),

µ étant une mesure borélienne sur [0,∞[, positive et bornée.

Paramètre d’échelle

Une autre propriété souhaitable des noyaux serait l’invariance par changement d’échelle,
c’est-à-dire que kH(λx, λy) = kH(x, y) pour tous x, y ∈ Rd et λ ∈ R. Cette propriété
est évidemment impossible à satisfaire ; on sera donc amené systématiquement dans les
applications à choisir une échelle d’observation σ et à considérer des noyaux de la forme :

kH(x, y) = hH

(
|x− y|2

σ2

)
. (2.14)

Le choix du ou des paramètres d’échelle dans les méthodes faisant intervenir des noyaux
est un problème important dont nous reparlerons par la suite.

2.1.6 Exemples

Espaces de Sobolev

Pour s > 0, l’espace de Hilbert Hs(Rd,Rm) est défini comme l’ensemble des fonctions
f ∈ L2(Rd,Rm) dont la transformée de Fourier v̂ satisfait

‖v‖2
Hs =

∫
Rd

(1 + |ω|2)s|v̂(ω)|2dω <∞.

On sait que Hs(Rd,Rm) s’injecte continûment dans Ck
0 (Rd,Rm) dès que s > k + d

2
, donc

en particulier c’est un espace reproduisant dès que s > d
2
. De plus, pour s > d+ 1

2
, 1

(1+|ω|2)s

est intégrable sur Rd, et on peut alors appliquer le résultat de la proposition 20 : le noyau
de Hs(Rd,Rm) est donc la transformée de Fourier inverse de 1

(1+|ω|2)s .

Noyaux gaussiens

Pour tout réel σ > 0, considérons le noyau gaussien donné par :

kσ(x, y) = exp

(
−|y − x|2

σ2

)
id .

La transformée de Fourier de kσ(x) = kσ(0, x) est aussi égale à une gaussienne scalaire.
Donc d’après la proposition 20, k est un noyau positif, et les résultats de régularité vus
précédemment permettent d’affirmer que l’espace reproduisant Hσ associé est invariant par
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isométries, et qu’il s’injecte dans Ck(Rd,Rm) pour tout entier k. De plus la norme dans
Hσ est donnée par :

|f |2Hσ
=

σd

2dπd/2

∫
Rd

exp

(
σ2|ω|2

4

)
|f̂(ω)|2 dω.

Il est important de remarquer que les espacesHσ, pour des valeurs différentes de σ, sont bien
distincts. En effet, on peut voir immédiatement que les fonctions kσ′(x, ·)α appartiennent
à Hσ si et seulement si σ′ > σ√

2
.

Noyaux kσ(r) = 1
1+r2/σ2

Un autre noyau très utilisé en pratique est

kσ(x, y) =

(
1 +

|y − x|2

σ2

)−1

id .

2.1.7 Choix du noyau pour la modélisation des déformations

En ce qui concerne la théorie des grandes déformations, l’intérêt principal des noyaux re-
produisants est de fournir une méthode simple pour la construction de l’espace des champs
de déformation V introduit en 1.1.1. Le principe consiste à choisir d’abord le noyau kV ,
puis à définir V comme l’unique RKHS correspondant à kV . Les résultats de régularité vus
en 2.1.3 montrent qu’un choix convenable de noyau kV permet de s’assurer de la validité
de toute la construction vue au chapitre 1. D’autre part, le choix d’un noyau fonction
de la distance euclidienne garantit une invariance vis-à-vis des transformations rigides de
l’espace, ce qui est souhaitable en général.

2.2 Principes de réduction pour les problèmes d’appa-
riement

Nous commençons à présent l’étude des problèmes d’appariement que nous avions in-
troduits brièvement à la section 1.3. La fonctionnelle générale (1.25) comporte deux termes.
Le premier est le coût de la déformation, évalué par la norme du champ v dans l’espace de
Hilbert L2

V . Il garantit que la solution reste bien dans l’espace L2
V , et par conséquent que

la transformation optimale est bien un difféomorphisme. Le deuxième doit correspondre
au terme d’attache aux données, c’est-à-dire qu’il est censé quantifier l’éloignement entre
la cible O2 et la source O1 transportée par le flot. Dans les applications que nous ren-
contrerons, les objets O1 et O2 seront des objets géométriques localisés dans une certaine
région de l’espace S ⊂ Rd. Il est donc naturel de supposer que le terme d’attache aux
données n’est plus fonction de toute la déformation φv1, mais seulement des φv1(x) pour



40 2.2. Principes de réduction pour les problèmes d’appariement

x ∈ S. De plus, une fois les données discrétisées, les objets ne sont plus décrits que par
un nombre fini de points, aussi nous regarderons surtout la situation où S est un ensemble
fini. Il apparaît que dans les deux cas (S quelconque ou fini), une telle situation impose
des contraintes fortes sur la forme de la solution optimale, contraintes qui s’exprime grâce
au noyau reproduisant de l’espace V .

2.2.1 Interpolation optimale de champs de vecteurs

Soit V un espace de champs de déformations dans Rd et kV son noyau.

Proposition 24 Soit S ⊂ Rd un sous-ensemble quelconque.

i) L’espace VS = {v ∈ V | v(x) = 0 pour tout x ∈ S} est un sous-espace vectoriel fermé
de V . Son orthogonal dans V satisfait

V ⊥
S = Vect{kV (x, ·)α, x ∈ S, α ∈ Rd}.

C’est l’unique RKHS de dimension d de noyau kV sur S.

ii) Pour tout v0 ∈ V il existe un champ vS0 ∈ V ⊥
S unique interpolant v0 sur S, c’est-à-dire

tel que vS0 (x) = v0(x) pour tout x ∈ S. Le champ vS0 est le champ de norme minimale
dans V interpolant v0 sur S.

Preuve.

i) Un champ v ∈ V appartient à VS si et seulement s’il vérifie α · v(x) = 0 pour tout
x ∈ S et α ∈ Rd, ce qui équivaut à l’orthogonalité avec kV (x, ·)α dans V . Ainsi VS =

V ect{kV (x, ·)α, x ∈ S, α ∈ Rd}⊥ et par suite, V ⊥
S = Vect{kV (x, ·)α, x ∈ S, α ∈

Rd}. Pour la dernière assertion, on remarque tout d’abord que V ⊥
S peut être considéré

comme espace de champs sur S par simple restriction, opération qui ne réduit pas V ⊥
S

puisque si deux champs dans V ⊥
S sont égaux sur S alors leur différence appartient à

VS, et donc il sont égaux puisque VS ∩ V ⊥
S = {0}. Par conséquent V ⊥

S s’identifie bien
à l’espace des champs sur S obtenu par complétion de Vect{kV (x, ·)α, x ∈ S, α ∈ Rd}
au sens de la norme induite par le noyau kV .

ii) vS0 est la projection orthogonale de v0 sur V ⊥
S , qui est aussi la projection orthogonale

de 0 sur VS.

�

Théorème 12 Supposons que le noyau kV est strictement positif. Soit v ∈ V et x1, . . . , xn

des points de Rd tous distincts, et γ1, . . . , γn des vecteurs de Rd. Il existe une solution
unique v∗ ∈ V au problème d’interpolation optimale{

v(xi) = γi, 1 ≤ i ≤ n
‖v‖V minimal . (2.15)
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La solution v∗ s’écrit

v∗(x) =
n∑
i=1

kV (xi, x)αi, (2.16)

où les αi ∈ Rd sont solutions du système linéaire :

n∑
i=1

kV (xi, xj)αi = γj, 1 ≤ j ≤ n. (2.17)

Preuve. Le système 2.17 s’écrit k(x,x)α = γ en utilisant l’extension de notation vue à la
définition 9. Il admet donc une solution unique puisque k(x,x) est inversible par définition
de la stricte positivité du noyau. Le champ v∗ donné par l’équation 2.16 satisfait alors
par construction les conditions d’interpolation v∗(x

i) = γi. On est dans la situation de la
proposition 24 avec S = {xi, 1 ≤ i ≤ n} et v0 = v∗. v∗ est un élément de V ⊥

S par sa forme
(cf équation 2.16) ; il est donc bien l’unique solution optimale du problème d’interpolation
2.15. �

2.2.2 Interpolation optimale pour le modèle incluant les déforma-
tions rigides

Voyons à présent comment résoudre le problème d’interpolation dans le modèle incluant
les déformations rigides présenté en 1.4. Soit (e1, . . . , er) une base quelconque de l’espace
E(d).

Théorème 13 On suppose que kV est un noyau strictement positif. Soient x1, . . . , xn des
points de Rd tous distincts et γ1, . . . , γn des vecteurs de Rd. Il existe une solution unique
(v∗, e∗) ∈ V × E(d) au problème d’interpolation optimale{

v(xi) + e(xi) = γi, 1 ≤ i ≤ n
‖v‖V minimal. (2.18)

Cette solution s’écrit {
v∗(x) =

∑n
i=1 kV (xi, x)αi

e∗(x) =
∑r

k=1 a
kek(x),

(2.19)

où les ak ∈ R et αi ∈ Rd sont solutions du système linéaire :{ ∑r
k=1 a

kek(xj) +
∑n

i=1 kV (xi, xj)αi = γj, 1 ≤ j ≤ n,∑n
j=1 e

k(xj) · αj = 0 1 ≤ k ≤ n.
(2.20)



42 2.2. Principes de réduction pour les problèmes d’appariement

Preuve. Lorsqu’une déformation rigide e(x) =
∑k

k=1 a
kek(x) est fixée, on se ramène à

une interpolation dans V avec les vecteurs γjr = γj − e(xj), problème dont on connaît
la solution. Cette remarque montre que les solutions minimisantes du problème sont de
la forme e(x) =

∑r
k=1 a

kek(x) et v(x) =
∑n

i=1 kV (xi, x)αi, avec la contrainte linéaire∑r
k=1 a

kek(xj) +
∑n

i=1 kV (xi, xj)αi = γj, 1 ≤ j ≤ n. L’ensemble de ces champs forme
un sous-espace affine V EX de V ×E(d), de dimension r et paramétré par les coefficients ak,
et par conséquent en considérant la projection πV (V EX), on voit qu’il existe une solution
unique (v∗, e∗) ∈ V EX telle que ‖v∗‖V soit minimale. Pour calculer cette solution, nous
revenons aux notations étendues : x = (x1, . . . , xn), γ = (γ1, . . . , γn) et γr = (γ1

r , . . . , γ
n
r ).

On a |πV (v)|2V = α∗kV (x)α où α = kV (x)−1γr. Notons a le vecteur de composantes ak et
Mx ∈ L(Rr, (Rm)n l’opérateur a 7→ (

∑r
k=1 a

kek(xj))j. On peut écrire γr = γ −Mxa, et
il vient ‖πV (v)‖2

V = (γ −Mxa)∗kV (x)−1(γ −MXa). Cette expression est minimale pour
M∗

XkV (x)−1(γ−Mxa) = 0, soit encore M∗
xα = 0, ce qui fournit les équations manquantes.

�

2.2.3 Principe de réduction

Cas général

Nous nous intéressons à présent à un problème d’appariement pour lequel le terme
d’appariement n’est fonction que du déplacement des points x ∈ S :

J(v) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2
V dt+ A((φv1(x))x∈S), (2.21)

où S est quelconque. La minimisation doit donc a priori s’effectuer sur l’espace L2([0, 1], V ).
Nous montrons dans cette partie comment il est possible de réduire le domaine de recherche
de la solution.

Notons L2
V,S l’ensemble des champs v ∈ L2([0, 1], V ) tels que pour tout t ∈ [0, 1],

vt ∈ V ⊥
φv

t (S) au sens de la proposition 24, c’est-à-dire que vt est limite dans V de champs de
la forme

∑n
i=1 kV (xi, ·)αi avec xi ∈ φvt (S). L2

V,S est un sous-ensemble fermé de L2
V .

Théorème 14 Pour tout champ v ∈ L2
V , il existe un champ projeté vS ∈ L2

V,S tel que
φvS

1 (x) = φv1(x) pour tout x ∈ S et ‖vSt ‖V ≤ ‖vt‖V pour tout t ∈ [0, 1].
Par conséquent la solution du problème optimal 2.21 peut être cherchée dans l’espace

L2
V,S.

Preuve. Pour tout t ∈ [0, 1], on définit vSt comme le champ minimal interpolant vt sur
φvt (S). On a donc pour tout t ∈ [0, 1] et x ∈ S, vt(x) = vSt (x), et donc par unicité de
la solution de l’équation de flot,φvS

t (x) = φvt (x). D’après la proposition 24, vSt ∈ V ⊥
φv

t (S) =

V ⊥
φvS

t (S)
, et donc vS ∈ L2

V,S. De plus par construction, ‖vSt ‖V ≤ ‖vt‖V .
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Considérons à présent le problème d’appariement 2.21. Puisque φvS

1 (x) = φv1(x) pour
tout x ∈ S, les termes d’appariement dans J(v) et J(vS) sont égaux. Les inégalités ‖vSt ‖V ≤
‖vt‖V impliquent donc que J(vS) ≤ J(v). Ainsi le problème de minimisation 2.21 se réduit
à un problème de minimisation sur L2

V,S. �

Cas d’un ensemble fini de points

A présent examinons le cas où S = {xi, . . . , xn}, les points xi étant distincts. Pour tout
élément v ∈ L2

V,S, il existe alors des vecteurs αit ∈ Rd tels que :

vt(x) =
n∑
i=1

kV (xit, x)α
i
t, (2.22)

les trajectoires xit = φvt (x
i) vérifiant

xjt = xj +

∫ t

0

n∑
i=1

kV (xis, x
j
s)α

i
s ds. (2.23)

On voit donc que l’on va pouvoir paramétrer l’espace de minimisation par les vecteurs αit.
Cependant pour définir un nouvel espace de minimisation sur ces variables, nous avons
besoin de contrôler la norme des αit. Ceci est possible si l’on suppose la stricte positivité
du noyau kV . En effet, on a l’égalité :

‖vt‖2
V =

n∑
i,j=1

αjt · kV (xit, x
j
t)α

i
t, (2.24)

ce qui se réécrit ‖vt‖2
V = α∗

tkV (xt)αt avec les notations étendues. La propriété d’inversibi-
lité du flot φvt assure que les trajectoires xit ne se coupent jamais. L’application t 7→ xt est
donc continue de [0, 1] dans l’ouvert (Rd)n? des n-uplets d’éléments tous distincts de Rd.
A présent supposons que kV est strictement positif. Alors l’application x 7→ kV (x) est une
application continue de (Rd)n? dans l’ensemble des opérateurs inversibles de L((Rd)n). Par
conséquent il existe c > 0 tel que |kV (xt)

−1| ≤ c pour tout t ∈ [0, 1]. Revenant à (2.24) on
en déduit que |αt| ≤ c‖vt‖V et donc que t 7→ αt appartient à l’espace L2([0, 1], (Rd)n).

Réciproquement, si t 7→ αt est un élément de cet espace, nous devons, pour définir les
champs vt ∈ V par (2.22), calculer tout d’abord les trajectoires par résolution du système
intégral (2.23). En notations étendues, ce système s’écrit

xt = x +

∫ t

0

kV (xs)αs ds.

Les fonctions x 7→ kV (x)αt sont lipschitziennes dans (Rd)n, du fait de l’hypothèse d’ad-
missibilité de V . Une majoration grossière donne en fait 2n2cV ‖vt‖V comme constante de
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Fig. 2.2 – Appariement de 4 points sur le tore

Lipschitz. Les conditions du lemme 1 sont donc satisfaites (la deuxième est immédiate ici),
et par conséquent les trajectoires xit sont uniquement définies et continues pour la variable
t. On peut alors définir les champs vt ∈ V par l’équation (2.22). et on vérifie alors que
v ∈ L2

V , grâce à la formule (2.24), et le fait que kV est borné.
Finalement, nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Proposition 25 Supposons que le noyau kV est strictement positif. Alors lorsque S =

{x1, . . . , xn}, les points xi étant tous distincts, la fonctionnelle d’appariement 2.21 peut
être écrite comme fonction des paramètres αit dans l’espace L2([0, 1], (Rd)n) :

J((αit)) = λ

∫ 1

0

n∑
i,j

αjt · kV (xit, x
j
t)α

i
tdt+ A((xi1)), (2.25)

les trajectoires xit ∈ Rd étant calculées par résolution du système intégral 2.23.

2.2.4 Un premier exemple : appariement de points de référence

L’appariement de points de référence - landmark matching - est un problème courant en
analyse d’images. Soient (xi)1≤i≤n et (yi)1≤i≤n deux ensembles de points caractéristiques
dans Rd, par exemple des points de repère sélectionnés dans une image, un ensemble de
courbes, ou toute donnée expérimentale. On suppose que ces points se correspondent deux
à deux, c’est-à-dire que chaque xi doit être apparié avec yi. Le problème consiste à chercher
une transformation φ dans Rd permettant de minimiser les distances |φ(xi)− yi|. Pour un
coût quadratique vis-à-vis de ces distances, le terme d’appariement s’écrit

A((zi)1≤i≤n) =
n∑
i=1

|zi − yi|2. (2.26)
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La fonctionnelle générale est alors :

J = σ2
A

∫ 1

0

n∑
i,j=1

αjt · kV (xit, x
j
t)α

i
tdt+

n∑
i=1

|xi1 − yi|2. (2.27)

Les méthodes de minimisation et l’écriture d’un algorithme pour la résolution d’un tel
problème seront l’objet du chapitre 6 La figure 2.2.4 montre un résultat obtenu sur un
exemple synthétique (attention, sur cet exemple, il s’agit de difféomorphismes sur le tore
T2 et non l’espace euclidien R2). Les cercles représentent les points xi, les étoiles sont les
cibles yi. Les segments de courbes partant des points xi sont les trajectoires xit, t ∈ [0, 1]. On
a aussi représenté le déplacement d’une grille de référence sous l’action de la déformation
optimale.

Au chapitre 3 nous étudierons en détail ce problème d’appariement dans le cas d’une
géométrie sphérique.
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Chapitre 3

Appariement de points sur la sphère

3.1 Interpolation par champs splines sur des variétés

Nous devons en fait ici reprendre dans un cadre riemannien les constructions vues dans
les précédents chapitres. L’approche est en fait légèrement différente, puisque l’on définit en
premier lieu un opérateur LV sur les champs de vecteurs de classe C∞. Grâce à la méthode
d’extension de Friedrichs, on construit ensuite l’espace V des champs de déformation et
son noyau kV . Notons que ce schéma de construction aurait pu aussi être suivi dans le
cadre euclidien.

3.1.1 Cadre mathématique

L’espace euclidien Rd des chapitres précédents est remplacé par une variété rieman-
nienne (M, g) compacte et sans bord. Pour deux vecteurs tangents α, β en un point x de
la variété, leur produit scalaire vis-à-vis de la métrique g est noté simplement α · β, et |α|
désigne la norme de α.

On considère tout d’abord l’espace χ∞ des champs de vecteurs lisses (i.e. C∞) sur M ,
que l’on munit de sa topologie canonique τ∞. Sur χ∞ est défini le produit scalaire L2 usuel :

〈u, v〉L2 =

∫
M

u(x) · v(x)dλ(x).

dλ est l’élément de volume sur (M, g). Nous noterons ‖ · ‖L2 la norme associée sur χ∞.
L’espace χL2 des champs de vecteurs de carré intégrable sur M est le complété de χ∞ pour
cette norme.

A présent nous définissons un deuxième produit scalaire sur χ∞, qui nous donnera notre
mesure de déformation. Soit LV : χ∞ → χL

2 un opérateur symétrique, continu et fortement
monotone, i.e. nous imposons les propriétés suivantes :

∀u, v ∈ χ∞ 〈u,LV v〉L2 = 〈LV u, v〉L2 (3.1)

47
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LV : (χ∞, τ∞) 7→ (L2, ‖ · ‖L2) est une application continue, (3.2)

∃B > 0 ∀v ∈ χ∞ 〈LV v, v〉L2 ≥ B‖v‖2
L2 . (3.3)

Alors 〈u, v〉V = 〈LV u, v〉L2 définit un nouveau produit scalaire sur χ∞. Des propriétés
3.2 et 3.3 nous déduisons aussi que la complétion V de (χ∞, ‖ · ‖V ) s’injecte continûment
dans χL2 . De plus, en notant que pour tout u ∈ χL

2 , la forme linéaire v 7→ 〈u, v〉L2 est
continue sur V , on définit une extension de l’application réciproque L−1

V : χL
2 → χL

2 en
posant 〈u, v〉L2 = 〈L−1

V u, v〉V . Cet opérateur L−1
V est auto-adjoint positif et injectif. Son

inverse définit une extension de l’opérateur LV sur un sous-espace D(LV ) dense dans V ,
appelée extension de Friedrichs (voir par exemple [60]).

A présent nous imposons la propriété additionnelle fondamentale : V s’injecte continû-
ment dans l’espace (χ1, ‖ · ‖1,∞) des champs de vecteurs C1, c’est-à-dire :

∃C > 0 v ∈ V ⇒ v ∈ χ1 et ‖v‖1,∞ ≤ C‖v‖V (3.4)

où ‖v‖1,∞ := ‖v‖∞ + sup
u∈χ∞

{‖∇uv‖∞}. L’opérateur ∇ désigne ici la dérivation covariante

des champs de vecteurs sur M .

Interpolation optimale dans V Soient x1, . . . , xn ∈ M des points distincts sur la va-
riété, et γi ∈ TxiM , 1 ≤ i ≤ n, des vecteurs tangents associés. Le problème d’interpolation
optimale dans V consiste à trouver v ∈ V tel que

(IO)
{
v(xi) = γi 1 ≤ i ≤ n
‖v‖V est minimal.

Si nous relaxons la contrainte nous obtenons le

Interpolation optimale relaxée dans V Soient σ > 0 et x1, . . . , xn ∈ M des points
distincts sur la variété, et γi ∈ TxiM , 1 ≤ i ≤ n, des vecteurs tangents associés. Le
problème d’interpolation optimale σ-relaxé dans V consiste à trouver v ∈ V tel que

(σ-IO) J(v) = ‖v‖2
V +

1

σ2

n∑
i=1

|v(xi)− γi|2 est minimal.

Dans la suite nous noterons x = (x1, . . . , xn) les éléments de la variété produit Mn.
Nous équipons Mn de sa structure riemannienne canonique : si α,β ∈ TxM

n nous avons
α · β :=

∑n
i=1 α

i · βi (avec des notations évidentes). Nous utiliserons aussi Mn
? l’ouvert de

Mn constitué des x tels que tous les xi sont distincts.
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3.1.2 Noyau associé à V

Les problèmes d’interpolation dans V se résolvent à l’aide du noyau de l’espace V . Du
fait de la propriété d’injection 3.4, les formes linéaires

δαx : v 7→ v(x) · α

sont continues pour tout x ∈ M et α ∈ TxM . Il existe donc δ̂αx ∈ V tel que 〈δ̂αx , v〉V =

v(x)·α ∀v ∈ V , et ainsi, comme dans le cas euclidien, on peut définir le noyau reproduisant
kV de l’espace de déformation V : pour tous x, y ∈ M , kV (x, y) est l’opérateur linéaire de
TxM dans TyM défini par

kV (x, y)α := δ̂αx (y).

kV est aussi la fonction de Green associé à l’opérateur LV .
Soit à présent x ∈ Mn. On définit le tenseur de covariance kV (x) : c’est l’opérateur

linéaire sur TxM
n tel que kV (x)α = (γ1, . . . , γn) ∈ TxM

n est donné par

γi =
n∑
j=1

kV (xj, xi)αj

où α = (α1, . . . , αn), αi ∈ TxiM .
Comme dans le cas euclidien, nous disposons de la formule 17 pour l’expression du

noyau. Avec une hypothèse supplémentaire de compacité sur l’injection V ↪→ H, on peut
alors en déduire une méthode de calcul du noyau kV à partir des vecteurs propres de
l’opérateur LV .

Proposition 26 Si l’opérateur LV vérifie la propriété additionnelle suivante :

L’injection V ↪→ H est compacte. (3.5)

Alors,
a) Il existe des champs wm ∈ V vecteurs propres de LV , associés à des valeurs propres

λm, tels que
– (wm)m∈N est une base orthonormée de L2,
– (wm/

√
λm)m∈N est une base orthonormée de V ,

– (λm)m∈N est une suite croissante qui diverge vers +∞.

b) Soient x, y ∈ M et α ∈ TxM . Le noyau reproduisant kV peut être calculé par la
formule :

kV (x, y)α =
∑
m≥0

1

λm
(wm(x) · α)wm(y). (3.6)
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Preuve.
a) L’injection V ↪→ χL

2 étant supposée compacte, l’opérateur auto-adjoint positif L−1
V :

χL
2 → χL

2 est compact [60]. Par conséquent, d’après le théorème de Riesz-Fredholm, L−1
V

et donc aussi LV , peuvent être diagonalisés dans une base Hilbertienne de χL2 [12].
b) On a

kV (x, y)α = δ̂αx (y)

=
∑
m≥0

1

λm
〈wm, δ̂αx 〉Vwm(y)

=
∑
m≥0

1

λm
wk(x) · αwk(y).

�

3.1.3 Solution du problème d’interpolation

Lemme 8 kV (x, y)∗ = kV (y, x) pour tous x, y ∈ M , où ∗ désigne l’opérateur adjoint sur
L(TxM,TyM).

Preuve.
kV (x, y)αx · αy = δ̂αx

x (y) · αy = 〈δ̂αx
x , δ̂αy

y 〉V = αx · kV (y, x)αy

�

Proposition 27 a) Soient x ∈Mn
? et γ ∈ TxM

n. La solution du problème d’interpolation
(IO) est unique et donnée par

v∗(x) = δ̂α
x :=

n∑
i=1

δ̂α
i

xi =
n∑
i=1

kV (xj, x)αj

où les αj ∈ TxjM sont solutions du système linéaire de dimension d ∗n : kV (x)α = γ, soit
plus explicitement :

n∑
j=1

kV (xj, xi)αj = γi 1 ≤ i ≤ n.

b) Soient σ > 0, x ∈ Mn
? et γ ∈ TxM

n. La solution du problème d’interpolation
relaxé (σIO) est unique et donnée par

vx(x) = δ̂α
x :=

n∑
i=1

δ̂α
j

xj

où les αj sont solutions de kV (x)α + σ2α = γ i.e.
n∑
j=1

kV (xj, xi)αj + σ2αi = γi 1 ≤ i ≤ n.
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Preuve. a) Introduisons les sous-espaces suivants de V : si u ∈ V nous dirons que
– u ∈ V 0

x s’il s’annule en chaque xi,
– u ∈ V γ

x si u(xi) = γi pour tout i, et
– u ∈ Dx s’il existe n vecteurs tangents αi ∈ TxiM tels que u =

∑
j δ̂

αj

xj .
V γ

x est un sous-espace affine de V , de direction V 0
x , et les sous-espaces V 0

x et Dx sont
orthogonaux : en effet si u =

∑
j δ̂

αj

xj et v ∈ V 0
x ,

〈u, v〉V =
n∑
j=1

〈δ̂αj

xj , v〉V =
n∑
j=1

v(xj) · αj = 0.

Nous déduisons de ceci que kV (x) est injectif (donc bijectif), et donc que le système li-
néaire proposé possède une solution unique, correspondant à l’intersection de V γ

x et Dx.
Ces sous-espaces étant orthogonaux, nous en concluons que cette solution est exactement
le champ interpolant de norme minimale.

b) Avec le mêmes notations que précédemment, nous voyons que sur chaque V β
x , β ∈

TxM
n, le second terme de la fonctionnelle J(u) est constant et égal à 1

σ2

∑n
i=1 |βi− γi|2, et

ainsi que la fonctionnelle est minimale lorsque ‖u‖2
V l’est. Ceci prouve que la solution du

problème (σIO) appartient nécessairement à Dx. Sur ce sous-espace nous pouvons réécrire
J(u) comme fonction quadratique des variables αi, où u =

∑n
i=1 δ̂

αi

xi :

J(u) = ‖u‖2
V +

1

σ2

n∑
i=1

|u(xi)− γi|2

=
n∑
i=1

〈δ̂αi

xi , u〉V +
1

σ2

n∑
i=1

|γi − u(xi)|2

=
n∑
i=1

αi · u(xi) +
1

σ2

n∑
i=1

|γi − u(xi)|2

=
n∑
i=1

αi ·
n∑
j=1

kV (xj, xi)αj +
1

σ2

n∑
i=1

|γi −
n∑
j=1

kV (xj, xi)αj|2.

Ainsi J(u) a un unique minimum sur Dx, que nous obtenons en calculant son gradient
en tant que fonction de α. Utilisant la symétrie du noyau et la propriété kV (xj, xi)∗ =

kV (xi, xj), nous obtenons, notant (∇J)k ∈ TxkM les composantes de ce gradient :

(∇J)k · βk = 2
n∑
i=1

kV (xi, xk)αi · βk +
2

σ2

n∑
i=1

γi −
n∑
j=1

kV (xj, xi)αj · −kV (xk, xi)βk

= 2
n∑
i=1

kV (xi, xk)αi · βk +
2

σ2

n∑
i=1

γi −
n∑
j=1

kV (xj, xi)αj · −kV (xk, xi)βk.
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Finalement nous trouvons que ce gradient s’annule si et seulement si

σ2αj +
n∑
i=1

kV (xi, xj)αi = γj 1 ≤ j ≤ n.

�

Dans la suite nous noterons pour σ ≥ 0,

kV,σ(x) = kV (x) + σ2id .

Le problème d’interpolation est alors toujours résolu en inversant le système kV,σ(x)α = γ,
le cas σ = 0 correspondant à l’appariement exact.

3.1.4 Une nouvelle métrique Riemannienne sur Mn
?

Proposition 28 Pour tous σ ≥ 0 et x ∈Mn
? , l’opérateur kV,σ(x) est inversible et gV,σ(x) =

kV,σ
−2(x)kV (x) est un opérateur symétrique défini positif sur TxM

n, définissant un nouveau
produit scalaire et une nouvelle norme |.|gV,σ

sur cet espace. De plus pour tout γ ∈ TxM
n
? ,

si v∗ désigne la solution du problème (σIO), alors ‖v∗‖V = |γ|gV,σ
.

Preuve. Nous savons déjà que l’opérateur kV (x) est inversible. De plus,

kV (x)α · β =
n∑

i,j=1

kV (xj, xi)αj · βi =
n∑

i,j=1

αj · kV (xi, xj)βi = α · kV (x)β.

Ceci prouve la symétrie de kV (x). La positivité vient de l’égalité :

kV (x)α ·α = ‖δ̂α
x ‖2

V ≥ 0.

A présent si α = kV (x)−1γ, nous avons

‖v∗‖2
V = ‖δ̂α

x ‖2
V = kV (x)α ·α = γ · kV (x)−1γ = |γ|kV

.

Par conséquent, kV (x) est symétrique défini positif, et il en va de même pour kV,σ−2(x)kV (x).
En outre, si α = kV,σ(x)−1γ, nous avons

‖v∗‖2
V = ‖δ̂α

x ‖2
V = kV (x)α ·α = kV (x)kV,σ(x)−1γ · kV,σ(x)−1γ

= kV,σ(x)−1kV (x)kV,σ(x)−1γ · γ = |γ|kV,σ
.

�

Par conséquent nous avons muni la variété Mn
? d’une nouvelle structure riemannienne

gV,σ dont la régularité dépend du choix de l’opérateur LV . Au minimum nous savons déjà
que x 7→ gV,σ(x) est C1 d’après la propriété 3.4, ce qui est suffisant pour définir les chemins
géodésiques pour cette nouvelle métrique. Ce sera le propos de la partie suivante.



Chapitre 3. Appariement de points sur la sphère 53

3.2 Application à la sphère S2 - Calcul du noyau du
laplacien vectoriel sphérique

Nous développons à présent le cas particulier de la géométrie sphérique, c’est-à-dire
que l’on choisit M = S2 la sphère unité de R3. Nous allons examiner le cas où l’opérateur
LV est égal à une puissance du laplacien de de Rham, défini sur les champs de vecteurs :
LV = ∆s. L’intérêt de ces opérateurs est qu’ils sont invariants par rotations, et surtout
qu’il est possible d’en calculer les champs de vecteurs propres, et donc, via la formule
3.5, les noyaux associés. De plus, le point de départ de cette étude était le travail de Muge
Bakircioglu et al. [7], qui étudie le même problème d’appariement difféomorphique de points
sur la sphère, mais où le noyau kV est obtenu en calculant le laplacien scalaire sur chaque
coordonnée sphérique, ce qui ne donne plus un opérateur invariant. Il s’agissait donc pour
nous de déterminer le véritable laplacien sphérique vectoriel et de réécrire l’algorithme
d’appariement pour cet opérateur.

Avant de donner la formule explicite, nous introduisons quelques notions relatives à la
géométrie sphérique.

3.2.1 Transport parallèle sur la sphère

Pour deux points x, y ∈ S2 non opposés, on définit l’opération T (x, y) : TxS
2 → TyS

2

de transport parallèle le long de l’unique géodésique liant x à y (arc de grand cercle). En
assimilant les vecteurs tangents à la sphère à des éléments R3, l’opérateur T (x, y) est une
simple rotation de l’espace.

3.2.2 Laplacien vectoriel sphérique

L’opérateur laplacien de de Rham se définit sur les formes différentielles d’ordre p

quelconque d’une variété riemannienne M via la formule

∆ = (d+ δ)2 = dδ + δd,

où d désigne la différentielle extérieure et δ la codifférentielle, définie comme l’adjoint de d
pour la dualité de Hodge : δ = −∗d∗. Pour une présentation de ces notions, nous renvoyons
à [11] et [34]. Via l’isomorphisme entre les formes différentielles d’ordre 1 et les champs de
vecteurs, il est alors possible de définir un opérateur laplacien sur les champs de vecteurs
[35]. Notons qu’il ne s’obtient pas en calculant simplement le laplacien scalaire sphérique
pour chaque coordonnée sphérique du champ.

Nous n’avons pas besoin ici d’écrire la formule explicite de l’opérateur laplacien. Il nous
suffit d’en connaître les valeurs propres et les champs de vecteurs propres afin d’appliquer
la formule (3.6).
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3.2.3 Les harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques sont les fonctions propres de l’opérateur laplacien sphérique
scalaire. Il y a 2m+1 harmoniques sphériques d’ordre m pour m ≥ 0, associées à la valeur
propre λm = m2(m+ 1)2. Elles sont données, en coordonnées polaires, par (voir [40]) :

Ym0(θ, ϕ) = km0Pm(cos θ)

pour m ≥ 0, et {
Y c
ml(θ, ϕ) = kmlP

l
m(cos θ) cos lϕ

Y s
ml(θ, ϕ) = kmlP

l
m(cos θ) sin lϕ

pour 1 ≤ l ≤ m et m ≥ 1, avec km0 =
√

2m+1
4π

kml =
√

2m+1
2π

(m−l)!
(m+l)!

.

Les Pm sont les polynômes de Legendre :

Pm(x) =
1

2mm!

dm

dxm
(x2 − 1)m

=
∑

m
2
≤k≤m

(−1)m−k
(2k − 1)!!

(m− k)!(2k −m)!2m−k
x2k−m

et P l
m les fonctions de Legendre associées :

P l
m(x) = (−1)l(1− x2)l/2

dl

dxl
Pm(x)

= (−1)m+l(1− x2)l/2
∑

m+l
2
≤k≤m

(−1)k
(2k − 1)!!

(m− k)!(2k − (m+ l))!2m−k
x2k−(m+l)

Nous utilisons la notation (2n+ 1)!! = 1 ∗ 3 ∗ ...(2n+ 1) et (2n)!! = 2 ∗ 4 ∗ ... ∗ (2n) avec la
règle 0!! = (−1)!! = 1.

3.2.4 Les champs de vecteurs harmoniques

Les vecteurs propres du laplacien vectoriel s’obtiennent en calculant les gradients des
harmoniques sphériques [35]. Plus précisément, les champs harmoniques sont, pour m ≥ 1

et 1 ≤ l ≤ m, 
Em0 = 1√

m(m+1)
∇Yml

Ec
ml = 1√

m(m+1)
∇Y c

ml

Es
ml = 1√

m(m+1)
∇Y s

ml

et


E⊥
m0 = 1√

m(m+1)
(∇Yml)⊥

Ec⊥
ml = 1√

m(m+1)
(∇Y c

ml)
⊥

Es⊥
ml = 1√

m(m+1)
(∇Y s

ml)
⊥
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où ⊥ désigne la rotation d’angle π
2

appliquée sur chaque espace tangent.
A présent la formule du gradient en coordonnées sphériques (θ, ϕ) s’écrit, pour une

fonction scalaire f ,

∇f = ∂θfeθ +
1

sin θ
∂ϕfeϕ.

Après calcul, nous obtenons
∇Ym0 = −

√
2m+1

4π
sin θP ′

m(cos θ) eθ

∇Y c
ml = −kml sin θ(P l

m)′(cos θ) cos lϕ eθ − kmlP
l
m(cos θ)l sin lϕ 1

sin θ
eϕ

∇Y s
ml = −kml sin θ(P l

m)′(cos θ) sin lϕ eθ + kmlP
l
m(cos θ)l cos lϕ 1

sin θ
eϕ,

.

3.2.5 Formule analytique du noyau

Proposition 29 Le noyau reproduisant correspondant à LV = ∆2 s’écrit

kV (x, y) = hV (ψ(x, y))T (x, y)

où ψ(x, y) est l’angle entre les deux points x et y, T (x, y) l’opération de transport parallèle
définie en 3.2.1, et hV (ψ) est une fonction scalaire donnée par :

hV (ψ) =
∑
m≥1

1

λm

2m+ 1

4πm(m+ 1)
(P ′

m(cosψ) + (sinψ)P 1
m
′
(cosψ)). (3.7)

La fonction hV (ψ) est représentée figure 3.1. La forme de la fonction hV (ψ) est directe-
ment reliée au choix initial de l’espace V . En modifiant les valeurs propres λm de l’opérateur
LV , on obtient différents types de champs de déformations.

Fig. 3.1 – Graphe de la fonction hV (ψ)

Preuve. Par invariance rotationnelle, nous pouvons nous restreindre à des positions spé-
cifiques de x et y. Supposons donc que x est le pôle nord (θx = 0) et que y est en position
θy = θ, ϕy = 0 en coordonnées sphériques.
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Pour calculer les ∇Yml(x), faisons tendre θ vers 0 dans les expressions générales. Nous
avons

P l
m(cos θ)

sin θ
= (−1)l(sin θ)

l−1
2 P (l)

m (cos θ) −→
θ→0

{
−P ′

m(1) si l = 1
0 sinon .

Ensuite,

(sin θ)P l
m

′
(cos θ) = −(−1)ll(cos θ)(sin θ)

l−1
2 P (l)

m (cos θ)

+ (−1)l(sin θ)
l+1
2 P (l+1)

m (cos θ) −→
θ→0

{
P ′
m(1) si l = 1

0 sinon .

Enfin, lorsque θ tend vers 0, les vecteurs (cosϕ)eθ − (sinϕ)eϕ et (sinϕ)eθ + (cosϕ)eϕ
tendent respectivement vers e1 et e2 de coordonnées cartésiennes (1, 0, 0) et (0, 1, 0), et ce
uniformément en ϕ. Ainsi ∇Y c

ml(x) et ∇Y s
ml(x) sont nuls sauf pour l = 1, et ∇Y c

m1(x) =

−km1P
′
m(1)e1, ∇Y s

m1(x) = km1P
′
m(1)e2.

A présent retournons à la formule donnant kV (x, y) :

kV (x, y)αx =
∑
m≥1

1

λm
(〈Ec

m1(x), αx〉Ec
ml(y) + 〈Es

m1(x), αx〉Es
m1(y)

+〈Ec
m1(x)

⊥, αx〉Ec
m1(y)

⊥ + 〈Es
m1(x)

⊥, αx〉Es
m1(y)

⊥)
kV (x, y)αx =

∑
m≥1

km1P
′
m(1)

λmm(m+ 1)
(−〈e1, αx〉∇Y c

ml(y)− 〈e2, αx〉∇Y s
m1(y)

−〈e2, αx〉∇Y c
m1(y)

⊥ + 〈e1, αx〉∇Y s
m1(y)

⊥)
Or {

∇Y c
m1(y) = −km1(sin θ)P

1
m
′
(cos θ) eθ(y)

∇Y s
m1(y) = −km1P

′
m(cos θ) eϕ(y)

,

et de plus eθ(y) = T (x, y)e1, eϕ(y) = T (x, y)e2. On obtient ainsi :

kV (x, y)αx = hV (θ)T (x, y)αx,

où
hV (θ) =

∑
m≥1

k2
m1P

′
m(1)

λmm(m+ 1)
(P ′

m(cos θ) + (sin θ)P 1
m
′
(cos θ)).

Finalement, nous savons que P ′
m(1) = m(m+1)

2
et k2

m1 = 2m+1
2πm(m+1)

, et donc

hV (θ) =
∑
m≥1

1

λm

2m+ 1

4πm(m+ 1)
(P ′

m(cos θ) + (sin θ)P 1
m
′
(cos θ)).

�
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Fig. 3.2 – Transport parallèle T (x, ·)αx d’un vecteur αx. Vue de face et de dos

3.2.6 Calcul numérique du noyau - Formule non singulière

L’opération de transport parallèle T (x, y) peut être calculée en un minimum d’opé-
rations. Soient x, y ∈ S2 deux points distincts et non opposés, et définissons les bases
(exy, fxy) et (eyx, fyx) de TxS2 et TyS2 de la manière suivante (voir figure 3.3) :{

fxy = x×y
|x×y|

exy = fxy × x
et
{
fyx = y×x

|y×x| = −fxy
eyx = fyx × y

où× désigne le produit vectoriel dans R3 (ici points et vecteurs sont vus en tant qu’éléments
de R3). La matrice de T (x, y) dans cette base est égale à −id . On a ainsi, pour tout

Fig. 3.3 – Bases mutuelles de x et y

αx ∈ TxS2,

T (x, y)αx = −(αx · exy)eyx − (αx · fxy)fyx.
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La figure 3.2 permet de visualiser le champ de vecteurs T (x, ·)αx. Le vecteur αx est repré-
senté par la flèche.

L’opération de transport parallèle T (x, y) présente une singularité en y = −x. Pour
corriger ceci, nous allons la remplacer par une opération modifiée T̃ (x, y). Tout d’abord,
introduisons les vecteurs non normalisés ẽxy = sinψexy et f̃xy = sinψfxy. On a en fait
fxy = x× y et exy = fxy × x. Ensuite, écrivons

T (x, y)αx = αx + (T (x, y)αx − αx),

T (x, y)αx = αx − (αx · exy)(exy + eyx)− (αx · fxy)(fxy + fyx).

Or fxy + fyx = 0 et exy + eyx = fxy × (x− y). A partir de la formule du produit vectoriel :

u× (v × w) = (u · w)v − (u · v)w,

et du fait que x · y = cosψ, nous trouvons

exy + eyx =
1− cosψ

sinψ
(x+ y).

Ainsi,

T (x, y)αx = αx −
1− cosψ

sinψ
(αx · exy)(x+ y)

= αx −
1− cosψ

sinψ
(αx ·

ẽxy
sinψ

)(x+ y)

= αx −
1

1 + cosψ
(αx · ẽxy)(x+ y).

Par conséquent nous allons définir :

T̃ (x, y)αx = (1 + cosψ)T (x, y)αx = (1 + cosψ)αx − (αx · (ẽxy))(x+ y).

On exprime alors le noyau kV (x, y) en fonction de ce nouvel opérateur T̃ (x, y). Ceci se
fait en remarquant que

P ′
m(cosψ) + sinψP 1

m
′
(cosψ) = (1 + cosψ)P ′

m(cosψ)− (sinψ)2P ′′
m(cosψ)

= (1 + cosψ)(P ′
m(cosψ)− (1− cosψ)P ′′

m(cosψ)).

La formule finale, avec correction des singularités, s’écrit donc :

kV (x, y)αx = f̃V (cosψ(x, y))T̃ (x, y)αx, (3.8)
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avec

f̃V (r) =
∑
m≥1

1

λm

2m+ 1

4πm(m+ 1)
(P ′

m(r)− (1− r)P ′′
m(r)) . (3.9)

Les coefficients de ce développement en série peuvent être pré-calculés par récurrence en
utilisant la relation :

(m+ 1)Pm+1(x)− (2m+ 1)xPm(x) +mPm−1(x) = 0.

Le calcul effectif de la fonction f̃V se fait alors en tronquant la sommation à un certain
ordre. En modifiant les valeurs propres λm, on voit que l’on peut ainsi coder une grande
variété de noyaux invariants par rotations sur la sphère.

La figure 3.4 représente le champ de vecteurs kV (x, ·)αx. Le vecteur αx est représenté
par la flèche.

Fig. 3.4 – Champ de vecteur spline kV (x, ·)αx. Vue de face et de dos

3.2.7 Résolution numérique du problème d’interpolation

La résolution du problème d’interpolation optimale nécessite l’inversion d’un système
linéaire de dimension 2n. L’écriture de la matrice associée à ce système demanderait de
travailler avec des coordonnées locales comme celles données par les projections stéréogra-
phiques aux pôles nord et sud. Cependant nous avons vu que l’opérateur noyau se calcule
de manière directe en coordonnées cartésiennes. En choisissant un algorithme de gradient
conjugué on évite l’écriture de la matrice du système, et par conséquent il devient possible
d’utiliser une représentation cartésienne pour points et vecteurs tangents.

La figure 3.5 visualise le résultat d’une interpolation avec n = 4 directions spécifiées γi.
Les vecteurs γi sont représentés par les flèches.
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Fig. 3.5 – Solution du problème d’interpolation avec n = 4

3.3 Appariement de points sur une variété

L’interpolation de champs de vecteurs présentée auparavant va à présent être utilisée
pour définir le problème de l’appariement de points sur la variété M .

3.3.1 Formulation en termes de géodésiques

Définition 10 a) L’espace de Sobolev H1([0, 1],Mn
? ) est l’ensemble des chemins (xt) :

[0, 1] →Mn
? localement H1 sur chaque carte de la variété Mn

? (cf. [35], p.236). La dérivée
temporelle ẋt de xt est un champ de vecteurs le long du chemin (xt) défini pour presque
tout t ∈ [0, 1] et de carré intégrable.

b) Pour (xt) ∈ H1([0, 1],Mn
? ) et σ ≥ 0 fixés, l’énergie de la courbe (xt) associée à la

métrique gV,σ est donnée par :

EgV,σ
((xt)) =

∫ 1

0

|ẋt|2gV,σ
dt.

Une géodésique minimisante entre les points x et y sur la variété (Mn
? , gσ) est un

chemin (xt) ∈ H1([0, 1],Mn
? ) avec x0 = x, x1 = y et EgV,σ

((xt)) minimal.

Le problème d’appariement de n points distincts sur la variété Mn consiste alors à
rechercher une géodésique sur (Mn

? , gσ). Le cas σ = 0 correspond à un appariement exact.

3.3.2 Difféomorphisme optimal et équivalence des deux approches

La construction du groupe de difféomorphismes associé à l’espace de champs de vecteurs
V suit exactement les mêmes lignes dans le cas d’une variété compacte que dans le cadre
euclidien présenté au chapitre 1. Nous renvoyons à [49] pour une présentation complète.
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Définition 11 L2([0, 1], V ) est l’espace des applications mesurables t 7→ vt de [0, 1] dans
V telles que ∫ 1

0

‖vt‖2
V dt <∞.

Proposition 30 Soit v ∈ L2([0, 1], V ). Pour tout x ∈ M , l’équation différentielle xt =

x +
∫ t

0
vs(xs)ds avec la condition initiale x0 = x possède une solution unique notée φvt (x)

et appelée flot de v.
Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Mn

? nous notons φut (x) = (φvt (x
1), . . . , φvt (x

n)). Alors l’appli-
cation φv(x) : t 7→ φvt (x) appartient à H1([0, 1],Mn

? ).

Le problème d’appariement de points, sous sa forme exacte ou relaxée, se formule de la
manière suivante :

Définition 12 (Appariement exact) Soient x = (x1, . . . , xn) ∈Mn
? (points sources), et

y = (y1, . . . , yn) ∈Mn
? (points cibles). Le problème d’appariement exact de x sur y consiste

à trouver v ∈ L2([0, 1], V ) tel que

(LM)
{
φv1(x

i) = yi 1 ≤ i ≤ n∫ 1

0
‖vt‖2

V dt est minimal.

Définition 13 (Appariement relaxé) Soient σ > 0 et x,y ∈Mn
? . Le problème d’appa-

riement relaxé de x sur y consiste à trouver v ∈ L2([0, 1], V ) et (xt) ∈ H1([0, 1],Mn
? ) tels

que

(σLM)
∫ 1

0

‖vt‖2
V dt+

n∑
i=1

∫ 1

0

|ẋt − vt(x)|2dt est minimal.

Remarquons que dans la dernière définition la minimisation s’effectue sur les champs
vt et les chemins (xt). Tout ceci est justifié par le théorème suivant :

Théorème 15 Soit σ > 0 (resp. σ = 0), x,y ∈ Mn
? , et supposons que (xt) est une

géodésique minimisante entre x et y sur la variété (Mn
? , gσ). Alors le champ v∗ obtenu par

interpolation de ẋt (v∗t (xt) = ẋt et ‖v∗t ‖V minimal) appartient à L2([0, 1], V ) et est solution
de (σLM) (resp. (LM)).

Preuve. Le chemin (xt) appartient à H1([0, 1],Mn
? ) donc la dérivée temporelle ẋt et donc

v∗t sont définis pour presque tout t ∈ [0, 1]. D’après la proposition 27 nous avons que∫ 1

0

‖v∗t ‖2
V dt =

∫ 1

0

|ẋt|2gV,σ
dt = EgV,σ

((xt)) <∞.



62 3.4. Application à la sphère

A présent soient v champ quelconque dans L2([0, 1], V ), yt = φvt (x), et vt le champ inter-
polant ẏt. Alors pour presque tout t, nous avons ‖vt‖V ≤ ‖vt‖V par définition de l’interpo-
lation. Ainsi,∫ 1

0

‖vt‖2
V dt ≥

∫ 1

0

‖vt‖2
V dt = EgV,σ

((yt)) ≥ EgV,σ
((xt)) =

∫ 1

0

‖v∗t ‖2
V dt,

puisque (xt) est une géodésique minimisante. �

3.3.3 Appariement avec terme d’attache

Parallèlement aux deux approches vues ci-dessus, nous pouvons aussi définir l’appa-
riement de points avec terme d’attache aux données, exprimé ici au moyen de la distance
géodésique usuelle.

Définition 14 (Appariement inexact) Soient x = (x1, . . . , xn) ∈Mn
? (points sources),

et y = (y1, . . . , yn) ∈ Mn
? (points cibles). Le problème d’appariement inexact de x sur y

consiste à trouver v ∈ L2([0, 1], V ) minimisant la fonctionnelle suivante :

(iLM)
∫ 1

0

‖vt‖2
V dt+

1

σ

n∑
i=1

d2
g(φ

v
1(x

i), yi),

où dg désigne la distance géodésique sur la variété (M, g).

3.4 Application à la sphère : dérivation de la fonction-
nelle et algorithme d’appariement

3.4.1 Variation de la fonctionnelle d’appariement

Nous calculons à présent la variation de la fonctionnelle J pour les appariements exact,
relaxé et inexact.

Appariement inexact

Nous avons

J((xt)) = λ

∫ 1

0

ẋt ·αtdt+
n∑
i=1

ψ2(yi, xi1),

où ψ désigne la distance géodésique sur la sphère (longueur de l’arc de grand cercle). Soit
ηt une direction de variation de xt, i.e. un élément de Txt(S

2)n, avec la condition η0 = 0.
Dans ce qui suit, ∇ηt

désigne la dérivée covariante dans la direction ηt, et le symbole
de dérivation temporelle appliqué aux vecteurs tangents (α̇, η̇t, . . .) désigne la dérivation
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covariante dans la direction ẋt. Nous considérons une variation xεt = (xε,1t , . . . , xε,nt ) de (xt)

telle que ∂ε(xεt)|ε=0 = ηt. Dans la suite, la dérivation par rapport à ε sera toujours prise
en ε = 0. On a

J((xεt)) = λ

∫ 1

0

ẋεt ·αε
t dt+

n∑
i=1

ψ2(yi, xε,i1 ).

∂εJ((xεt)) =

∫ 1

0

∂ε(ẋ
ε
t ·αε

t) dt+
1

σ2

n∑
i=1

∂ε(ψ
2(yi, xε,i1 )).

Or,

∂ε(ẋ
ε
t ·αε

t) = ∂ε(ẋ
ε
t · kV (xεt ,x

ε
t)
−1ẋεt)

= ∇ηt
ẋt · kV (xt,xt)

−1ẋt + ẋt · ∇ηt
[kV (xt,xt)

−1]ẋt + ẋt · kV (xt,xt)
−1∇ηt

ẋt

= 2η̇t · kV (xt,xt)
−1ẋt + ẋt · ∇ηt

[kV (xt,xt)
−1]ẋt,

où l’on a utilisé la symétrie de kV (xt,xt)
−1 et le fait que ∇ηt

ẋt = ∇ẋtηt = η̇t (dérivées
covariantes). Par conséquent nous avons

∂εJ(xε) = A+B + C,

avec

A = 2

∫ 1

0

αt · η̇t dt,

B =

∫ 1

0

ẋt · ∇x̃tkV (xt,xt)
−1ẋt dt,

C =
1

σ2

n∑
i=1

∂ε(ψ
2(yi, xε,i1 )).

Calcul de A Puisque η0 = 0 nous avons

A = 2α1 · η1 − 2

∫ 1

0

α̇t · ηt dt.

Calcul de B

B = −
∫ 1

0

ẋ · kV (xt,xt)
−1∇ηt

kV (xt,xt)αt dt

= −
∫ 1

0

kV (xt,xt)
−1ẋ · ∇ηt

kV (xt,xt)αt dt

= −
∫ 1

0

αt · ∇ηt
kV (xt,xt)αt dt.
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Nous devons ici calculer la dérivée covariante du noyau kV .

kV (x, y) = f̃V (cosψ)T̃ (x, y)

∇ηxkV (x, y) = f̃ ′V (cosψ)(ηx · ẽxy)T̃ (x, y) + f̃V (cosψ)∇ηxT̃ (x, y).

La dérivée covariante de l’opérateur T̃ (x, y) s’écrit

(∇ηxT̃ (x, y))αx = (αx · η⊥x )f̃yx − (αx · ηx)ẽyx.

Ainsi,

(∇ηxkV (x, y))αx = f̃V (cosψ)
(
(αx · η⊥x )f̃yx − (αx · ηx)ẽyx

)
+ (ηx · ẽxy)f̃ ′V (cosψ)T̃ (x, y).

Finalement,

B = −2
n∑

i,j=1

∫ 1

0

(ηit · (∇1kV (xi, xj)αit)
Tαj)dt

=
n∑
i=1

∫ 1

0

ηit · βit(α) dt

avec

βit(α) = 2
n∑
j=1

(
f̃V (cosψij)R(ẽji, α

i
t)αj − f̃ ′V (cosψij)(αj · T̃ijαit)ẽij

)
. (3.10)

Calcul de C

C =
1

σ2

n∑
i=1

∂ε(ψ
2(yi, xε,n1 )).

Nous avons ψ(x, y) = Arccos(x · y), et donc

C = − 1

σ2

n∑
i=1

2ψ(yi, xi1)√
1− (yi · xi1)

(Πxi
1
(yi) · x̃i1)

où Πxi
1
yi est la projection de yi ∈ S2 ⊂ R3 sur Txi

1
S2 ⊂ R3 espace tangent à xi1.

Appariement relaxé

Nous incluons ici le cas de l’appariement exact, correspondant à σ = 0. Nous devons ici
considérer des variations ηt satisfaisant les deux conditions η0 = 0 et η1 = 0. La variation
de la fonctionnelle est

∂εJ(xε) = A+B

avec

A = 2

∫ 1

0

αt · η̇t dt = −2

∫ 1

0

α̇t · ηt dt,
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et

B = −
∫ 1

0

αt · ∇ηt
kVσ(xt,xt)αt dt.

Mais comme kVσ(xt,xt) = kV (xt,xt) + σ2I, nous avons ∇ηt
kVσ(xt,xt) = ∇ηt

kV (xt,xt), et
donc la formule précédente reste valable pour B :

B =

∫ 1

0

n∑
i=1

x̃it · βit dt.

3.4.2 Gradient de la fonctionnelle

Afin d’écrire un gradient de J nous devons spécifier un produit scalaire sur l’espace
des déformations infinitésimales des chemins. Puisque ceux-ci sont de régularité H1, nous
allons choisir :

〈η, ξ〉H1
.
=

∫ 1

0

η̇t · ξ̇ dt.

Appariement inexact

Ici les variations infinitésimales η et ξ sont telles que η0 = ξ0 = 0. Nous avons

〈η, ξ〉H1 = η̇1 · ξ1 −
∫ 1

0

η̈t · ξt dt

=
n∑
i=1

˙̃xi1 · ξi1 −
∫ 1

0

n∑
i=1

η̈it · ξit dt.

La ie composante du gradient est alors donnée par

∇̈J(x)it = 2α̇it − βit

avec les deux conditions extrémales{
∇̇J(x)i1 = − 1

σ2

2ψ(yi,xi
1)√

1−(yi·xi
1)

Πxi
1
(yi) + 2αi1,

∇J(x)i0 = 0.
(3.11)

Ce gradient peut être calculé par intégration numérique.

Appariement relaxé

Ici nous avons η0 = ξ0 = 0 et η1 = ξ1 = 0. Nous incluons le cas de l’appariement exact
(σ = 0).

〈η, ξ〉H1 = −
∫ 1

0

η̈t · ξt dt

= −
∫ 1

0

n∑
i=1

η̈it · ξit dt.
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Alors
∇̈J(x)it = 2α̇it − βit

avec les deux conditions initiales {
∇J(x)i0 = 0
∇J(x)i0 = 0.

(3.12)

3.4.3 Algorithme

Nous synthétisons les calculs présentés jusqu’ici en donnant l’algorithme de calcul du
gradient en fonction des variables de minimisation xt = (xit) :

Fonction Gradient(x) : ∇J
-Calcul des vecteurs moments αit par inversion des systèmes linéaires
kV (xt,xt)αt = ẋt
-Calcul des vecteurs βit via (3.10)
-Intégration de ∇̈J(x)t = 2α̇t − βt avec les conditions extrémales (3.11) (appa-
riement inexact) ou (3.12) (appariement relaxé).

Fin

Une fois le gradient calculé, la descente s’effectue en projetant sur la sphère les trajec-
toires modifiées xit − λ(∇J)it.

3.5 Résultats d’expériences

3.5.1 Exemples synthétiques

Nous présentons tout d’abord quelques résultats obtenus sur certaines configurations de
points. Le but est ici simplement d’observer la forme des géodésiques sur l’espace (Mn

? , g0)

ou (Mn
? , gσ).

Nous observons bien que même dans des situations extrêmes, l’appariement est accompli
et la transformation obtenue reste régulière et inversible.

Les figures 3.6 à 3.9 montrent les appariements obtenus dans des configurations avec
n = 2, 5, 10. Sur chaque figure sont représentés les points source (cercles) et cibles (croix),
les trajectoires xi(·), les positions finales des points φ(xi, t) (losanges), et la déformation
d’une grille régulière sous l’action du difféomorphisme à différents instants t ∈ [0, 1].

Les trajectoires sont initialisées par des arcs de grands cercles reliant chaque point source
à sa cible. Remarquons que grâce à la seule méthode d’interpolation des champs de vecteurs,
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cette initialisation permet déjà d’obtenir un difféomorphisme réalisant l’appariement entre
les points. Celui-ci est représenté dans les figures (“appariement initial”).

Les graphiques associés à chaque expérience représentent l’énergie des champs ‖vt‖V en
fonction de t ∈ [0, 1]. Comme nous l’avons vu les problème d’appariement de points peut se
reformuler en termes de géodésiques sur la variété (S2)n. Par conséquent cette énergie doit
être une fonction constante de t pour les appariements optimaux. Pour les méthodes (LM)
et (ILM2), la racine carrée de cette valeur nous donne la distance entre les deux n-uplets
de points, qui est aussi d(Id, ϕ).

3.5.2 Expériences sur des images projetées du cortex

Nous présentons enfin figures 3.10 et 3.11 des expériences menées sur des données réelles
d’images de la courbure du cortex cérébral projetées sur la sphère. Les points de repère
sélectionnés correspondent à certains sillons (sulci) clairement identifiables dans les images
source et cible, et la sélection a été réalisée à l’aide du logiciel Caret.

Ces essais ne furent pas particulièrement concluants, malgré le bon fonctionnement de
l’algorithme de minimisation. L’agrandissement figure 3.11 éclaire sans doute le problème
rencontré ici : certains points sélectionnés sur le premier sillon sont très rapprochés, ce qui
fausse l’appariement en forçant le difféomorphisme à les séparer. Une reparamétrisation
permettrait sans doute d’obtenir des points uniformément répartis le long des sillons, et
donc de résoudre cette difficulté. Cependant ces expériences soulignent les limites de la
méthode d’appariement de points pour traiter des problèmes qui relèvent plutôt de l’ap-
pariement de courbes, ou de bouts de courbes. C’est pour cette raison que nous avons été
amené à modéliser de tels objets en tant que mesures, ce que nous exposons au chapitre 4.



68 3.5. Résultats d’expériences

t = 0 t = .3 t = .6 t = 1

Appariement initial

Énergie ‖vt‖V

t = 0 t = .3 t = .6 t = 1

Appariement optimal exact (LM)

Énergie ‖vt‖V et distance d = d(ϕ, Id)

t = 0 t = .3 t = .6 t = 1

Appariement optimal (ILM1) avec σ = 0.05

Énergie ‖vt‖V

t = 0 t = .3 t = .6 t = 1

Appariement optimal (ILM2) avec σ = 0.05

Énergie ‖vt‖V et distance d = d(ϕ, Id)

Fig. 3.6 – Expérience avec n = 2
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t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V .

Appariement initial

t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V et
distance d = d(ϕ, Id).

Appariement optimal exact (LM)

t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V .

Appariement optimal (ILM1) avec σ = 0.05

t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V et
distance d = d(ϕ, Id).

Appariement optimal (ILM2) avec σ = 0.05

Fig. 3.7 – Expérience avec n = 2
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t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V .

Appariement initial

t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V et
distance d = d(ϕ, Id).

Appariement optimal exact (LM)

t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V .

Appariement optimal (ILM1) avec σ = 0.05

t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V et
distance d = d(ϕ, Id).

Appariement optimal (ILM2) avec σ = 0.05

Fig. 3.8 – Expérience avec n = 5
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t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V .

Appariement initial

t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V et
distance d = d(ϕ, Id).

Appariement optimal exact (LM)

t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V .

Appariement optimal (ILM1) avec σ = 0.05

t = 0 t = 1

Énergie ‖vt‖V et
distance d = d(ϕ, Id).

Appariement optimal (ILM2) avec σ = 0.05

Fig. 3.9 – Expérience avec n = 10
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t = 0 t = 0.3

t = 0.6 t = 1

Fig. 3.10 – Expérience sur des images corticales

t = 0 t = 0.3

t = 0.6 t = 1

Fig. 3.11 – Expérience sur des images corticales - détail



Chapitre 4

Transport et appariement de mesures

4.1 Motivation originale : appariement de nuages de
points

Le problème pratique original qui motive le présent chapitre est celui de l’appariement
de nuages de points, ou appariement non-labellisé, par opposition à l’appariement classique
vu en 2.2.4 où les points de référence sont associés par paire. A présent nous nous intéressons
donc à des méthodes où les groupes de points source et cible sont traités de façon globale,
avec en particulier la possibilité de travailler avec des nombres de points différents.

Les méthodes d’appariement de points caractéristiques sont largement utilisées dans les
applications. En imagerie médicale, le protocole classique de recalage consiste à sélectionner
certains points de référence (étape d’étiquetage) sur l’objet d’étude - image bi- ou tri-
dimensionnelle, surface segmentée - puis à trouver la déformation optimale entre ces points
et leurs correspondants sur l’atlas (objet de référence). L’objet d’étude est alors transporté
via la déformation sur l’atlas. Cependant très souvent, les zones repérées dans les objets
ne correspondent pas forcément à des points mais plutôt à des segments de courbes ou
de surfaces comme c’est le cas pour la localisation des sulci/gyri sur le cortex. Il a été vu
au chapitre 3 que l’appariement simple de points n’est pas adapté à cette situation car il
nécessite d’associer les points par paires, ce qui n’est pas pertinent lorsqu’ils sont répartis
sur une courbe. Il paraît donc clair que ces points doivent être traités de façon globale,
c’est-à-dire en tant que nuages de points. On est donc naturellement amené à chercher une
méthode d’appariement de points non-labellisés, et de manière plus théorique, à considérer
le problème de l’appariement de courbes et de surfaces.

Le besoin d’une méthode d’appariement de nuages de points se fait sentir aussi dans le
cas où les points ne sont plus sélectionnés sur un critère anatomique, mais sur un critère
géométrique par un algorithme classique de traitement d’images : détection des bords par
exemple.

73
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4.2 Modélisation mathématique : espaces de mesures/distributions
et transport de mesures

4.2.1 Mesures de Borel

Soit Ms(R
d) l’espace des mesures boréliennes signées dans Rd. L’espace Ms(R

d) est
l’espace dual de l’espace C0(R

d). C’est un espace normé pour la norme variation totale,
qui est la norme duale de la norme de C0(R

d) :

‖µ‖V T = Sup
{∫

Rd

fdµ, f ∈ C0(R
d), ‖f‖∞ ≤ 1

}
.

L’espace Ms(R
d) est un espace de modélisation approprié pour notre problème car

il contient à la fois les masses de Dirac et les mesures associées aux courbes et surfaces
dans Rd. De plus, comme nous allons le voir maintenant, il existe une action naturelle des
transformations de Rd sur Ms(R

d) cohérente avec l’intuition.

4.2.2 Transport de masse

L’action d’une transformation φ : Rd → Rd sur une mesure µ ∈Ms(R
d) se définit par

dualité. Premièrement, l’action sur une fonction test f ∈ C0(R
d), que nous appellerons

transport d’image, est donnée par la formule :

φ.f = f ◦ φ−1. (4.1)

Ensuite la mesure φ.µ est définie par∫
Rd

fd(φ.µ) =

∫
Rd

φ−1.fdµ =

∫
Rd

f ◦ φdµ, (4.2)

pour toute fonction test f . Cette action sur l’espace des mesures est dénommée transport
de masse car elle conserve la masse totale de la mesure µ : |φ.µ|(Rd) = ‖µ‖V T . C’est
une action linéaire du groupe des déformations AV sur Ms(R

d). Voyons son expression
explicite dans deux cas particuliers importants :

1. Si la mesure µ admet une densité µ̂ par rapport à la mesure de Lebesgue, la mesure
image φ.µ admet la densité φ̂.µ donnée par :

φ̂.µ(x) = |dxφ|µ̂ ◦ φ−1(x),

action qui est bien distincte de l’action par transport d’image 4.1.

2. Si la mesure µ est une combinaison linéaire de masses ponctuelles, µ =
∑n

i=1 a
iδxi ,

alors

φ.µ = φ.

(
n∑
i=1

aiδxi

)
=

n∑
i=1

aiδφ(xi).
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En effet, l’action est linéaire, et pour une masse unique δx, on a pour toute fonction
test f ,

∫
Rd fd(φ.δx) =

∫
Rd f ◦φdδx = f ◦φ(x), et donc φ.δx = δφ(x). L’action introduite

correspond donc bien à l’action naturelle sur les ensembles de points de Rd.

4.2.3 Normes RKHS sur les mesures

Afin de pouvoir définir un terme d’appariement entre mesures, nous allons plonger
Ms(R

d) dans le dual d’un espace de Hilbert à noyau. Soit I un espace reproduisant scalaire
sur Rd qui s’injecte continûment dans C0(R

d) : il existe cI > 0 tel que pour tout f ∈ I,
f ∈ C0(R

d) et ‖f‖∞ ≤ cI‖f‖I . Cette propriété assure que Ms(R
d) s’injecte dans I ′ d’après

les relations de dualité : pour µ ∈Ms(R
d) et f ∈ C0(R

d),∫
Rd

fdµ ≤ ‖f‖∞‖µ‖V T ≤ cI‖f‖I‖µ‖V T ,

et donc ‖µ‖I′ ≤ cI‖µ‖V T .
L’intérêt d’introduire un espace reproduisant ici est que l’on dispose d’une formule

simple pour exprimer la norme en fonction du noyau kI , exactement de la même manière que
pour la norme ‖ ·‖V de l’espace V des champs de déformations. Toute mesure µ ∈Ms(R

d)

peut être approchée (dans Ms(R
d) et donc aussi dans I ′) par une combinaison linéaire de

masses ponctuelles :

µ̃ =
n∑
i=1

aiδxi , ai ∈ R, xi ∈ Rd.

Pour de telles mesures la norme duale s’écrit simplement, d’après la définition même du
noyau reproduisant kI :

‖µ̃‖2
I′ =

n∑
i,j=1

aiajkI(x
i, xj). (4.3)

Remarque 3 On peut se demander ici s’il n’était pas plus simple de construire l’espace I
en premier, puis de définir le transport de mesures sur l’espace I ′ tout entier en tant qu’ac-
tion duale. La difficulté vient de ce que pour f ∈ I quelconque et φ un difféomorphisme,
rien n’assure que φf = f ◦ φ−1 appartient à I. Cependant en choisissant I = Hp(Rd) pour
p ≥ 1, et si φ est un difféomorphisme de classe Cp, alors on peut montrer que c’est le cas
et qu’il existe un polynôme P de degré p et indépendant de φ et f tel que

‖φf‖I ≤ P ((φ)p,∞)‖f‖I .

La construction du transport sur l’espace I ′ tout entier est alors envisageable. Cependant
nous ne poursuivrons pas plus loin cette étude.
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En vue de définir le problème d’appariement entre mesures, nous avons besoin d’un
résultat de continuité de l’action par transport de masse.

Proposition 31 Supposons que I s’injecte continûment dans C1
0(Rd) et soit µ ∈Ms(R

d)

une mesure fixée. Si φn converge vers φ uniformément sur le support de la mesure µ, alors
φnµ converge vers φµ dans I ′.

Preuve. Notons K le support de µ. Soit f ∈ I ; d’après l’hypothèse d’injection on peut
écrire

|〈φnµ− φµ|f〉| = |〈µ|f ◦ φn − f ◦ φ〉|
≤ ‖µ‖V T‖f‖1,∞‖φn − φ‖K,∞,

et donc d’après l’hypothèse d’injection de I,

‖φnµ− φµ‖I′ ≤ cI‖µ‖V T‖φn − φ‖K,∞,

ce qui tend vers 0. �

4.3 Appariement de mesures

4.3.1 Définition du problème

Soient deux mesures µa, µb ∈ Ms(R
d). On suppose que µa est à support compact.

Nous nous plaçons dans le cadre général d’un problème d’appariement vu en 1.3. Nous
définissons la fonctionnelle d’appariement A : AV → R par

A(φ) = ‖φµa − µb‖2
I′ .

Proposition 32 L’application v 7→ A(φv1) est faiblement continue sur L2
V .

Preuve. Ce résultat est immédiat, en combinant la propriété de continuité faible du flot
(proposition 4) et la proposition 31. �

On peut donc définir le problème d’appariement suivant :

Définition 15 Le difféomorphisme optimal sur Rd pour l’appariement de µa et µb est la
solution du problème d’optimisation sur V consistant à minimiser

J(v) = λ‖v‖2
L2

V
+ A(φv1) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2
V dt+ ‖φv1µa − µb‖2

I′ .

D’après le théorème 7, on est assuré de l’existence d’un minimum et de la faible conti-
nuité de la fonctionnelle J .
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4.3.2 Consistance

Nous donnons ici un résultat très important de convergence des solutions associées aux
mesures empiriques discrètes pour l’appariement de deux mesures µa et µb.

Lemme 9 Soit (µn) une suite bornée de mesures toutes supportées par un compact fixe,
convergeant faiblement vers 0, alors µn tend vers 0 dans I ′.

Preuve. On peut approcher kI(x, y) à n’importe quelle précision par une combinaison
linéaire de fonctions du type f(x)g(y) où f et g sont bornées. On a alors

‖µn‖2
I′ =

∫
Rd×Rd

kI(x, y)dµ
n(x)dµn(y)

=

∫
Rd×Rd

(kI(x, y)−
P∑
p=1

apfp(x)fp(y))dµ
n(x)dµn(y) +

P∑
p=1

ap〈µ|fp〉〈(µ|gi〉.

La seconde somme tendant vers 0 et la première étant arbitrairement petite, on obtient le
résultat. �

Lemme 10 Si le noyau scalaire kI est tel que kI(x, y) > 0 pour tous x, y ∈ Rd et ∂1 log kI
est borné sur tout compact, alors, pour tout compact K et M > 0, il existe C > 0 tel que
pour tout µ ∈ Ms(R

d) de support inclus dans K, et tout v ∈ L1
V vérifiant ‖v‖L1

V
≤ M ,

alors ‖φv1µ‖I′ ≤ C‖µ‖I′.

Preuve. On a

‖φvtµ‖I′ =

∫
Rd×Rd

kI(x, y) d(φ
t
vµ)(x) d(φtvµ)(y)

=

∫
Rd×Rd

kI(φ
v
t (x), φ

v
t (y)) dµ(x) dµ(y)

de sorte que

d

dt
‖φvtµ‖I′ = 2

∫
Rd×Rd

∂1 [log kI(φ
v
t (x), φ

v
t (y))] vt(φ

v
t (x)) kI(φ

v
t (x), φ

v
t (y)) dµ(x) dµ(y)

≤ c‖vt‖I′‖φvtµ‖I′

où c est le maximum de ∂1 log kI sur l’ensemble des (φvt (x), φ
v
t (y)) pour x, y ∈ K et ‖v‖L1

V
≤

M . Cet ensemble est compact d’après le lemme 4. On obtient donc

‖φvtµ‖I′ ≤ ‖µ‖I′ exp(c‖v‖L1
V
).

�
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Théorème 16 Supposons que le noyau kI vérifie kI(x, y) > 0 pour tous x, y ∈ Rd et
∂1 log kI borné sur tout compact. Soient µa et µb deux mesures sur Rd à support borné, et
supposons que la solution v∗ associée au problème d’appariement de µa vers µb est unique.
Soient (µna) et (µnb ) deux suites dans Ms(R

d) à support uniformément borné, et convergeant
faiblement vers µa et µb respectivement. Alors les champs de déformation optimaux v∗n

associés aux problèmes d’appariement de µna vers µnb convergent presque sûrement dans
L2([0, 1], V ) vers v∗.

Preuve. Considérons les fonctionnelles Jn : L2([0, 1], V ) → R associées aux problèmes
d’appariement de µna sur µnb :

Jn(v) =

∫ 1

0

‖vt‖V dt+ λ‖φv1µna − µnb ‖2
I′ .

Premièrement nous pouvons restreindre l’étude à un domaine borné de L2([0, 1], V ). En
effet les solutions v∗n doivent vérifier λ

∫ 1

0
‖v∗nt ‖V dt ≤ Jn(0) = ‖µna − µnb ‖2

I′ . Or d’après le
lemme 9, µna et µnb convergent dans I ′, et donc cette dernière expression est bornée.

En combinant les résultats des lemmes 9 et 10, on voit que pour tout v, φv1µna − µnb
converge vers φv1µa − µb dans I ′, et que cette convergence est uniforme sur le domaine
borné de recherche de la solution. Par conséquent Jn(v) converge uniformément vers J(v)

sur ce domaine.
La preuve est achevée en montrant que chaque sous-suite faiblement convergente de

(v∗n) converge vers v∗. En effet, soit (un) une telle sous-suite, et u sa limite. Nous avons
Jn(u

n) ≤ Jn(v
∗) et lim Jn(v

∗) = J(v∗). De plus lim Jn(u
n) = J(u) : en effet, |J(u) −

Jn(u
n)| ≤ |J(u)− J(un)|+ |J(un)− Jn(u)| ; le deuxième terme converge vers 0 par conver-

gence uniforme des Jn, et le premier aussi grâce à la faible continuité de J . Finalement
nous obtenons que J(u) ≤ J(v∗), ce qui implique u = v∗. �

Supposons à présent que µa et µb sont deux mesures de probabilité, et soient x1, . . . , xn

et y1, . . . , ym deux échantillons iid de lois µa et µb. Les mesures empiriques µ̂na = 1
n

∑n
i=1 δxi

et µ̂mb = 1
m

∑m
j=1 δyj convergent faiblement vers µa et µb presque sûrement, et leurs sup-

ports sont inclus dans les supports de µa et µb. Par conséquent on peut leur appliquer le
théorème précédent et en déduire que les champs de déformation optimaux v∗nm associés
aux problèmes d’appariement de µna vers µmb convergent presque sûrement dans L2([0, 1], V )

vers v∗ lorsque m,n→∞.

4.3.3 Variation du terme d’appariement

Dans cette partie nous supposons que I s’injecte dans l’espace C1
0(Rd). Soient µa, µb

deux mesures de Borel dans Rd, avec µa à support borné, et v, ṽ ∈ L2([0, 1], V ), ε ∈ R.
Nous devons calculer la variation du terme d’appariement pour une variation vε = v + εṽ
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des champs de déformation. Notons φt = φvt , φεt = φv
ε

t , puis Aε = A(φε1). D’après la
propriété de continuité du flot (théorème 4), φεt converge vers φt dans A. Pour x ∈ Rd fixé,
la variation de φε1(x) est

∂ε(φ
ε
1(x)) = lim

ε→0

1

ε
(φε1(x)− φ1(x)) =

∫ 1

0

dφt(x)φt1ṽt ◦ φt(x)dt. (4.4)

La variation de Aε = ‖φεtµa − µb‖2
I′ s’écrit alors

1

ε
(Aε − A) =

1

ε
〈(φε1µa − µb)− (φ1µa − µb), (φ

ε
1µa − µb) + (φ1µa − µb)〉I′ ,

=
1

ε
〈φε1µa − φ1µa|f + f ε〉,

où f ε = KI(φ
ε
1µa − µb). Ainsi,

1

ε
(Aε − A) =

∫
Rd

1

ε
((f + f ε) ◦ φε1 − (f + f ε) ◦ φ1) dµa. (4.5)

Lemme 11
lim
ε→0

1

ε
(Aε − A) = 2

∫
Rd

dφ1f∂ε(φ
ε
1)dµa.

Preuve. Soit x ∈ Rd fixé. Pour tout ε, il existe xε appartenant au segment [φ1(x), φ
ε
1(x)] ⊂

Rd tel que

1

ε
((f + f ε) ◦ φε1 − (f + f ε) ◦ φ1) = dxε(f + f ε).

(
φε1(x)− φ1(x)

ε

)
.

La propriété de continuité (proposition 31) implique que f ε = KI(φ
ε
1µa−µb) converge vers

f dans I, et puisque I s’injecte dans l’espace des fonctions de classe C1, nous en déduisons la
convergence uniforme des différentielles df ε vers df . Ainsi dxε(f+f ε).

(
φε

1(x)−φ1(x)

ε

)
converge

vers 2dφ1(x)f.∂ε(φ
ε
1(x)).

De plus la convergence uniforme de f ε vers f implique que ‖f ε‖∞ reste borné lorsque
ε→ 0, et nous pouvons donc appliquer le théorème de convergence dominée dans 4.5 pour
déduire la convergence de 1

ε
(Aε − A) vers 2

∫
Rd dφ1f.∂ε(φ

ε
1)dµa. �

Proposition 33 La fonctionnelle v 7→ A ◦ φv1, de L2([0, 1], V ) dans R, est différentiable
et son gradient satisfait, pour tout v ∈ L2([0, 1], V ), t ∈ [0, 1], u ∈ V ,

〈(∇vA)t, u〉V = 2

∫
Rd

d(fv ◦ φvt1).u d(φvtµa), (4.6)

où fv = KI(φ
v
1µa − µb).
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Preuve. A partir de 4.4 nous pouvons écrire

lim
ε→0

1

ε
(Aε − A) = 2

∫
Rd

∫ 1

0

dφ1f0 dφtφt1 ṽt ◦ φt dt dµa,

= 2

∫ 1

0

∫
Rd

dφt(f ◦ φt1) ṽt ◦ φt dµa dt,

= 2

∫ 1

0

∫
Rd

d(f ◦ φt1)ṽt d(φtµa) dt.

La forme linéaire u 7→ 2
∫
Rd d(f0 ◦φt1)u d(φtµa) est continue dans V puisque nous pouvons

écrire ∣∣∣∣∫
Rd

d(f0 ◦ φt1)u d(φtµa)
∣∣∣∣ ≤ ‖f‖1,∞‖φt1‖1,∞‖φtµa‖V T‖u‖∞.

�

4.3.4 Cas des mesures ponctuelles

Lorsque µa =
∑n

i=1 a
iδxi et µb =

∑m
j=1 b

jδyj , la fonctionnelle d’attache aux données
s’écrit

A(φv1) =
∥∥∥ n∑
i=1

aiδxi
1
−

m∑
j=1

bjδyj

∥∥∥2

I′
,

où xi1 = φv1(x
i), ce qui se réécrit

A(φv1) =
n∑

i,j=1

aiajkI(x
i
1, x

j
1)− 2

n∑
i=1

m∑
j=1

aibjkI(x
i
1, y

j) +
m∑

i,j=1

bibjkI(y
i, yj). (4.7)

Le gradient s’écrit alors

(∇v(A ◦ φv1))t(x) = 2
n∑
i=1

kV (φvt (x
i), x)∇(fv ◦ φvt1),

avec

fv(x) =
n∑
i=1

aikI(x
i
1, x)−

n∑
j=1

bjkI(y
j, x).

4.3.5 Cas des courbes

Les courbes fermées dans l’espace Rd peuvent être modélisées par des éléments de
Ms(R

d). Soient γa, γb : T → Rd deux courbes fermées C1 par morceaux (∗ désigne le
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tore unidimensionnel). Les mesures source et cible µa et µb sont définies comme étant les
mesures uniformes sur γa et γb : pour tout g ∈ C0(R

d),

µa(g) =

∫
T

g(γa(s))|γ′a(s)| ds, µb(g) =

∫
T

g(γb(s))|γ′b(s)| ds.

La mesure transportée φv1µa est donnée par

φv1µa(g) =

∫
T

g ◦ φv1(γa(s))|γ′a(s)| ds.

Remarque 4 Il est important de remarquer ici que le support de la mesure φv1µa est l’en-
semble des points de la courbe s 7→ φv1(γa(s)), mais qu’il ne s’agit pas a priori de la mesure
uniforme sur ce support. Ceci vient de ce que l’action par transport de masse n’est pas
géométrique. Ce défaut de la modélisation justifiera la généralisation de l’appariement de
mesures aux courants, ce qui sera l’objet du chapitre suivant.

Le terme d’attache aux données s’écrit alors

A(φv1) =

∫
T×T

kI(φ
v
1(γa(s)), φ

v
1(γa(r)))|γ′a(s)||γ′a(r)| ds dr

−2

∫
T×T

kI(φ
v
1(γa(s)), γb(r))|γ′a(s)||γ′b(r)| ds dr+

∫
T×T

kI(γb(s), γb(r))|γ′b(s)||γ′b(r)| ds dr.

(4.8)

Nous pourrions ici déterminer la variation de A(φv1) à partir de la formule 4.6. En fait
nous reviendrons en détail au chapitre 7 sur le sujet de l’appariement de courbes, à partir
de concepts liés à la mécanique hamiltonienne.

4.3.6 Extension : étiquetage partiel

Nous montrons ici comment très simplement il est possible d’écrire un algorithme plus
général prenant en compte la situation évoquée en introduction de ce chapitre, c’est-à-dire
celle où les éléments identifiés dans l’objet ne correspondent pas seulement à des points
isolés mais aussi à des groupes de points. Nous proposons alors d’identifier chaque groupe
de points séparément à une somme de masses ponctuelles.

Définition 16 Soient µ1, . . . , µn et ν1, . . . , νn des éléments de Ms(R
d). Le difféomor-

phisme optimal pour l’appariement de (µi)1≤i≤n vers (νi)1≤i≤n est la solution du problème
d’optimisation sur L2

V consistant à minimiser

J(v) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2
V dt+ λ

n∑
i=1

‖φv1µi − νi‖2
I′ .
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Fig. 4.1 – Étiquetage partiel

Notons qu’en pratique le choix des poids affectés aux masses ponctuelles permet d’ajus-
ter l’importance accordée à chaque groupe.

Remarquons enfin que lorsque chacun des n groupes est constitué d’une seule masse de
Dirac : µi = δxi et νi = δyi , la méthode présentée ici propose une alternative à la méthode
d’appariement de points (cf. 2.2.4). En effet dans ce cas la fonctionnelle s’écrit

A(φv1) =
n∑
i=1

kI(φ
v
1(x

i), yi). (4.9)

4.4 Expériences

4.4.1 Description de l’algorithme

Lorsque les mesures µa et µb sont des combinaisons linéaires de masses de Dirac, on
peut directement écrire un algorithme d’appariement basé sur la minimisation de la fonc-
tionnelle (4.7). Nous renvoyons ici au chapitre 6 pour la description de l’algorithme général
d’appariement. La section 6.2.2 décrit le cas de l’appariement de mesures et le calcul du
gradient du terme d’attache aux données.

4.4.2 Exemples synthétiques

Cette section présente des simulations effectuées avec un code Matlab de l’algorithme
d’appariement de mesures.

La figure 4.2 montre le résultat d’un appariement entre deux paires de courbes échan-
tillonnées. Les points source sont indiqués par des losanges, et les cibles par des étoiles.
La figure de droite montre la déformation obtenue, les courbes cibles et déformées étant
superposées.
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Fig. 4.2 – Expérience d’appariement de deux courbes

Fig. 4.3 – Expérience avec une courbe et deux points



84 4.4. Expériences

Pour l’expérience 4.3, les données source et cible sont composées chacune de deux points
et une courbe. En jouant sur les poids ai affectés aux masses de Dirac, on peut facilement
traiter correctement une telle situation (ici nous avons assigné un poids 1/3 pour chacun
des trois éléments, de sorte que les 12 points échantillonnant la courbe n’a qu’un poids de
1/36.

L’expérience 4.4 teste la robustesse de l’algorithme vis-à-vis de la présence de points
non significatifs. Chaque donnée source et cible est ici composée d’une courbe et de points
ajoutés aléatoirement. On peut constater que même si le difféomorphisme global varie sen-
siblement d’un exemple à l’autre, l’appariement des deux courbes est toujours correctement
effectué.

Fig. 4.4 – Robustesse vis-à-vis des données non significatives (0, 20, 40 et 60 points ajoutés
aléatoirement)

Sur les figures 4.5,4.6,4.7,4.8, nous montrons une série d’expériences d’appariement
d’un cercle avec une courbe déformée. Les éléments tracés sont les points échantillonnant
la courbe cible, ceux de la courbe déformées et la courbe déformée elle-même.

La première figure 4.5 montre l’évolution de l’algorithme d’appariement au cours des
minimisations.

La figure 4.6 montre le très bon comportement de l’algorithme vis-à-vis de variations
des taux d’échantillonnages des courbes, venant confirmer le théorème de convergence de
la solution 16. Le cas intéressant est lorsque la courbe source et la courbe cible ont des taux
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Fig. 4.5 – Évolution de la descente de gradient

taux d’échantillonnage 1/10 et 1/10 taux d’échantillonnage 1/10 et 1/7

taux d’échantillonnage 1/10 et 1/2 taux d’échantillonnage 1/2 et 1/2

Fig. 4.6 – Variation des taux d’échantillonnage
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d’échantillonnage différents ; on observe alors que les points source viennent interpoler la
courbe cible sans viser spécifiquement un point cible précis.

Fig. 4.7 – Expérience avec données bruitées (variances du bruit 0, 0.01, 0.03, et 0.1)

Figure 4.7, un bruit gaussien est ajouté aux positions des points cibles, avec différentes
variances.

Sur la figure 4.8 nous changeons les paramètres σV et σI , et procédons avec les mêmes
données bruitées. Lorsque ces paramètres décroissent, l’algorithme commence à prendre en
compte les variations locales des données.

Sur la figure 4.9, l’algorithme d’appariement a été testé sur l’ensemble de données de
Rangarajan, disponible sur son site internet.

4.4.3 Exemples avec données réelles

Nous avons ensuite utilisé le même algorithme pour réaliser des appariements 3D de
surfaces cérébrales segmentées d’hippocampe (données LENA, hôpital Pitié-Salpêtrière).
Les données fournies à l’algorithme sont uniquement les points sommets de chaque trian-
gulation. La figure 4.10 montre l’évolution de la déformation entre un hippocampe sain et
un hippocampe atteint d’Alzheimer.



Chapitre 4. Transport et appariement de mesures 87

Fig. 4.8 – Comparaison de plusieurs tailles de noyaux avec données bruitées

4.4.4 Application aux histogrammes couleur

Les dernières expériences présentées montrent une application de la méthode d’appa-
riement de mesures au transfert d’histogrammes couleurs entre deux images. Il s’agit d’une
collaboration récente avec Marc Bernot et Julie Delon, au laboratoire CMLA, ENS Ca-
chan. L’histogramme d’une image couleurs I : Ω → [0, 1]3 est la mesure de probabilité
sur [0, 1]3 décrivant la distribution des couleurs. L’idée consiste à utiliser le transport de
mesures pour trouver une gamme continue de transformations entre les histogrammes de
deux images Ia et Ib via des difféomorphismes φt de [0, 1]3. L’image transférée est alors
φt ◦ Ia. Pour t = 1 on obtient l’image Ia avec la palette de Ib (modulo la précision de
l’appariement). Pour t = 0.5 on obtient une palette de couleurs intermédiaire. Une telle
technique peut être utilisée par exemple pour recaler les différentes images d’une même
séquence, ou restaurer les couleurs d’un tableau, ou encore pour le mosaïquage, opération
consistant à recoller plusieurs photos pour obtenir une scène panoramique.

Les figures 4.4.4 montrent les résultats obtenus pour des images de tableaux.
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Fig. 4.9 – Expériences de Rangarajan
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Fig. 4.10 – Expérience 3D avec des surfaces corticales d’hippocampe

Image source Ia Image cible Ib

Appariement des histogrammes Image source avec
dans l’espace RGB palette intermédiaire φ0.5 ◦ Ia

Fig. 4.11 – Expérience de transfert de palettes
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Chapitre 5

Appariement de courants

L’appariement de mesures exposé au chapitre précédent s’est avéré bien adapté à la
résolution du problème d’appariement de sous-variétés plongées, tant sur le plan théorique
(théorème 16) qu’expérimental. Nous allons maintenant étudier une méthode à la fois plus
précise, adaptée à la dimension des variétés à apparier, et surtout géométrique, c’est-à-
dire que l’action des déformations correspondra à l’action ensembliste, ce qui n’est pas le
cas pour l’action sur les mesures (cf remarque 4). L’idée consiste, pour une variété S de
dimension m ≤ d, à la modéliser non plus par une mesure, mais par un courant, c’est-à-dire
une mesure sur l’espace des m-formes différentielles.

5.1 Formes différentielles et courants

Les courants sont une généralisation des distributions permettant de modéliser les sous-
variétés plongées dans un espace euclidien.

5.1.1 Formes multilinéaires alternées

Soit m ∈ N. Une m-forme η sur Rd est une application (Rd)m → R multilinéaire
alternée, c’est-à-dire que pour tous α1, . . . , αm ∈ Rd, η(α1, . . . , αm) = 0 dès que les αi ne
sont pas tous distincts. Nous noterons ΛmRd l’espace des m-formes sur Rd. C’est un espace
de dimension Cm

d , et en particulier dim Λ0Rd = 1 (Λ0Rd est identifié à R), dim Λ1Rd = d

(Λ1Rd = (Rd)′), dim ΛdRd = 1 et dim ΛmRd = 0 pour m > d.
On munit ΛmRd d’une structure euclidienne en posant pour toute m-forme η,

|η| = Sup|αi|≤1η(α
1, . . . , αm). (5.1)

Le produit scalaire correspondant sera simplement noté “·”.

91
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5.1.2 Formes différentielles

Une m-forme différentielle est une application ω : Rd → ΛmRd. On peut considérer
différents espaces de formes différentielles, suivant la régularité que l’on souhaite. Ici nous
allons considérer l’espace C0(Rd,ΛmRd) des m-formes différentielles continues et nulles à
l’infini1. C’est un espace complet pour la norme

‖ω‖∞ = Supx∈Rd |ω(x)|. (5.2)

5.1.3 Courants

Un m-courant est une forme linéaire sur un espace de m-formes différentielles. L’es-
pace général des m-courants sur Rd est défini comme le dual de l’espace des m-formes de
régularité C∞ à supports compacts, muni de la topologie appropriée, comme pour la théorie
classique des distributions de Laurent Schwartz [47]. Dans la suite nous n’utiliserons pas
cette notion générale de courant ; nous nous placerons dans le sous-espace Ms(R

d,ΛmRd)

dual de C0(R
d,ΛmRd). Comme pour les mesures, nous noterons ‖ · ‖V T la norme duale.

Toute sous-variété S de Rd de dimension m, de régularité C1 et orientée peut être vue
comme un élément de Ms(R

d,ΛmRd) grâce à la définition suivante : pour tout x ∈ S,
choisissons une base orthonormée (u1

x, . . . , u
m
x ) de l’espace tangent en x à S. Alors pour

toute m-forme différentielle ω, on pose :

S(ω) =

∫
S

ω(x)(u1
x, . . . , u

m
x )dσ(x), (5.3)

où dσ est la forme volume canonique de la sous-variété S. Cette définition s’étend à des
sous-variétés régulières par morceaux, comme par exemple des surfaces triangulées dans
l’espace R3. En fait une large classe d’ensembles géométriques, appelés ensembles recti-
fiables, peuvent être traités en tant que courants. [41].

Dans toute la suite nous continuerons à désigner par la même lettre les sous-variétés en
tant que sous-ensembles de Rd et leurs courants associés. Inversement nous dirons qu’un
courant est géométrique lorsqu’il correspond à une sous-variété.

5.1.4 Représentation vectorielle

Il est commode d’utiliser une représentation vectorielle des formes multilinéaires alter-
nées lorsque m = d− 1. Si η est une telle forme, son représentant satisfait :

η(α1, . . . , αm) = η · (α1 × . . . ,×αn) = det(α1, . . . , αn, η),

1Il y a donc une légère contradiction à parler de forme différentielle puisque x 7→ ω(x) n’est pas supposé
différentiable. Néanmoins la terminologie est d’usage.
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où · et × désignent le produit scalaire et le produit vectoriel euclidiens sur Rd. En consé-
quence les d− 1-formes différentielles ω(x) seront représentées par des champs de vecteurs
ω(x) via cette association. Formellement, l’association entre d − 1-formes et vecteurs est
donnée par l’opérateur de Hodge et la dualité (cf. [19]).

5.2 Action “push-forward”

La propriété fondamentale qui nous a poussé à introduire cette représentation des sous-
variétés par des courants est qu’il est possible de définir une action d’un difféomorphisme
φ : Rd → Rd sur un courant S qui coïncide, lorsque S est géométrique, avec l’action
naturelle sur les sous-ensembles S 7→ φ(S).

Définition 17 Soit φ : Rd → Rd une application différentiable, à différentielle bornée sur
Rd.

a) Le pull back d’une m-forme différentielle ω ∈ C0(Rd,ΛmRd) est la m-forme diffé-
rentielle définie par :

φ]ω(x)(α1, . . . , αm) = ω(φ(x))
(
(dxφ)α1, . . . , (dxφ)αm

)
. (5.4)

φ]ω appartient à C0(Rd,ΛmRd) et on a la majoration ‖φ]ω‖∞ ≤ ‖ω‖∞‖dφ‖m∞.
b) Le push forward φ]S d’un courant S ∈Ms(R

d,ΛmRd) est le courant défini par

φ]S(ω) = S(φ]ω). (5.5)

On a φ]S ∈Ms(R
d,ΛmRd) et ‖φ]S‖V T ≤ ‖S‖V T‖dφ‖m∞.

Supposons que S est une sous-variété de Rd. La formule de changement de variable
pour l’intégration de formes différentielles [19] donne ici

S(φ]ω) = φ(S)(ω). (5.6)

Ainsi φ]S correspond bien au courant associé à φ(S), ce qui est la propriété géométrique
attendue.

5.2.1 Espaces normés de courants

Comme nous l’avons déjà expliqué, l’intérêt de considérer les sous-variétés comme des
éléments d’un espace vectoriel est de pouvoir les comparer au travers d’une norme fonction-
nelle. La machinerie des espaces reproduisants va encore une fois, comme dans le cas des
mesures, nous permettre de définir un espace hilbertien de courants, dont la norme associée
sera facilement calculable en pratique, et contenant toutes les sous-variétés géométriques.
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Soit (W, 〈·, ·〉W ) un espace de Hilbert de m-formes différentielles s’injectant continûment
dans l’espace C0(R

d,ΛmRd), c’est-à-dire qu’il existe une constante c > 0 telle que ‖ω‖∞ ≤
c‖ω‖W pour tout ω ∈ W . Si S est une sous-variété de dimension m, nous avons

|S(ω)| ≤
∫
S

|ω(x)|dσ(x) ≤ σ(S) c‖ω‖W .

Par conséquent S ∈ W ′, et nous pouvons donc comparer les sous-variétés entre elles à
travers la norme duale sur W ′.

La propriété d’injection implique que W est un espace reproduisant, c’est-à-dire que
pour tout x ∈ Rd et η ∈ ΛmRd, la forme évaluation associée, δηx : C0(R

d,ΛmRd) → R,
définie par δηx(ω) = ω(x) · η est continue. Le noyau reproduisant kW associé est défini par
la formule :

kW (x, y)η = (KW δ
η
x)(y).

Remarquons que kW (x, y) ∈ L(ΛmRd). Nous sommes en fait dans un cadre un peu différent
que celui envisagé dans la définition des espaces reproduisants, puisqu’ici il s’agit de fonc-
tions à valeurs dans ΛmRd. Cependant la structure particulière de cet espace ne joue aucun
rôle pour la définition de l’espace reproduisant W ; seule compte la structure euclidienne
de ΛmRd. Dans le cas où m = d− 1, nous pouvons en outre définir, via la représentation
vectorielle vue plus haut, un noyau à valeurs dans L(Rd), que nous noterons aussi kW pour
ne pas compliquer les notations. Ce noyau est défini par kW (x, y)η = ξ où ξ = kW (x, y)η.

A présent nous voyons le résultat de continuité de l’action push-forward qui nous sera
nécessaire pour définir l’appariement de deux courants.

Proposition 34 Supposons que W s’injecte continûment dans C1
0(Rd,ΛmRd). Soit S ∈

Ms(R
d,ΛmRd) fixé. Si φn et dφn convergent uniformément vers φ et dφ sur le support de

S, alors φn] S converge vers φ]S dans W ′.

Preuve. Notons K le support de S. Soit ω ∈ W . On peut écrire :

|(φn] S − φ]S)(ω)| = |S(φn]ω − φ]ω)|
≤ ‖S‖V T‖φn]ω − φ]ω‖K,∞.

Or pour x ∈ Rd et α1, . . . , αm ∈ Rd,

(φn]ω − φ]ω)(x)(α1, . . . , αm)

= ω(φn(x))(dxφ
nα1, . . . , dxφ

nαm)− ω(φ(x))(dxφα
1, . . . , dxφα

m)

=
m∑
i=1

ω(φn(x))(dxφ
nα1, . . . , (dxφ

n − dxφ)αi, . . . , dxφα
m)

+(ω(φn(x))− ω(φ(x)))(dxφα
1, . . . , dxφα

m).
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On obtient donc la majoration suivante :

‖φn]ω − φ]ω‖K,∞ ≤ m max(‖dφn‖K,∞, ‖dφ‖K,∞)m−1‖dφn − dφ‖K,∞‖ω‖∞
+ ‖dφ‖mK,∞‖φn − φ‖K,∞‖ω‖1,∞.

Puisque W s’injecte dans C1
0(Rd,ΛmRd), on en déduit :

‖φn] S − φ]S‖W ′ ≤ m cW max(‖dφn‖K,∞, ‖dφ‖K,∞)m−1‖dφn − dφ‖K,∞
2 + cW‖dφ‖mK,∞‖φn − φ‖K,∞,

ce qui tend bien vers 0. �

5.3 Problème général de l’appariement de courants

Muni à présent d’un espace représentatif approprié W ′ comme décrit dans la partie
précédente, nous pouvons à présent écrire un problème d’optimisation pour l’appariement
de deux sous-variétés.

5.3.1 Formulation variationnelle

Soient S, T deux éléments de Ms(R
d,ΛmRd). On suppose que le support de S

est borné. Nous définissons l’appariement optimal φ∗ entre deux courants S et T comme
étant le difféomorphisme minimisant la fonctionnelle JS,T (φ)

.
= λdV (Id, φ)2 +‖φ]S−T‖2

W ′ .
De manière équivalente nous avons φ∗ = φv

∗
1 où v∗ minimise

JS,T (v) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2
V dt+ ‖(φv1)]S − T‖2

W ′ (5.7)

L’existence du minimum est assurée par le résultat précédent (proposition 34) et le
résultat de continuité faible à l’ordre 1 (proposition 9).

5.3.2 Relation avec l’appariement de mesures

L’appariement de courants est en fait une extension de l’appariement de mesures, celui-
ci correspondant au cas m = 0. En effet Λ0Rd = R et l’action push-forward d’un courant
coïncide dans ce cas avec le transport de masse. On peut maintenant donner une inter-
prétation au défaut de géométrie observé pour le transport de masse (cf. remarque 4) :
l’utilisation du transport de mesures pour l’appariement de sous-variétés consiste en fait
à les modéliser en tant qu’objets de dimension 0. Transposée au cas des courants, cette
remarque met en évidence le fait que l’espace Ms(R

d,ΛmRd) ne se limite pas du tout
aux seules sous-variétés de dimension m. On pourrait songer par exemple à apparier une
sous-variété (de dimension m) muni d’un champ de vecteurs sur un autre objet du même
type en les modélisant par des courants unidimensionnels.
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5.4 Application aux surfaces triangulées

Dans cette partie nous nous plaçons dans le cadre de surfaces plongées dans l’espace
euclidien R3. En pratique ces surfaces sont souvent discrétisées sous la forme de trian-
gulations, aussi nous allons chercher à écrire un algorithme d’appariement pour de telles
surfaces. La stratégie consiste à remplacer la triangulation par un courant approché dans
l’espace W ′ directement calculable à l’aide du noyau kW .

5.4.1 Choix de discrétisation

Soit S une surface triangulée dans R3. Étant donné une face f de S, nous noterons
f 1, f2, f3 ses sommets, e1 = f 2 − f 3, e2 = f 3 − f 1, e3 = f 1 − f 2 ses côtés, c(f) = 1

3
(f 1 +

f 2 + f 3) son centre, et N(f) = 1
2
(e2 × e3) son vecteur normal de longueur égale à l’aire de

f . Si φvt est le flot d’une famille de champs vt ∈ V , nous noterons St la surface triangulée
dont les sommets ft ont pour sommets f it = φvt (f

i), i = 1, 2, 3.
La représentation de S en tant que courant s’écrit :

S(ω) =
∑
f

∫
f

ω(x) · (u1
x × u2

x)dσf (x),

où σf est la mesure de surface sur la face f . Maintenant pour tout point x de la face f ,
nous approchons la valeur de ω en x par sa valeur au centre de f . Ainsi nous obtenons
l’approximation

S(ω) ≈
∑
f

ω(c(f)) ·N(f),

c’est-à-dire qu’en fait nous avons approché le courant S par une somme de fonctionnelles
d’évaluation :

C(S) =
∑
f

δ
N(f)
c(f) ,

dont la norme dans l’espace W ′ peut se calculer facilement à l’aide du noyau reproduisant.
Vérifions que cette expression est une bonne approximation de S dans l’espace W ′.

Nous avons

(S −C(S))(ω) =
∑
f

∫
f

ω(x) · (u1
x × u2

x)dσf (x)−
∑
f

ω(c(f)) ·N(f).

Puisque N(f) =
∫
f
u1
x × u2

x dσ(x), nous avons

(S −C(S))(ω) =
∑
f

∫
f

(ω(x)− ω(c(f))) · (u1
x × u2

x) dσ(x),
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et donc,

|(S −C(S))(ω)| ≤
∑
f

∫
f

|ω(x)− ω(c(f))|dσ(x),

puisque |u1
x×u2

x| = 1. Finalement, si W s’injecte dans l’espace des formes différentielles de
classe C1, alors les variations de ω ∈ W sont bornées sur tout compact et nous pouvons
écrire |ω(x)−ω(c(f))| ≤ ‖ω‖W |x−c(f)| à une constante multiplicative près. Nous trouvons

‖S −C(S)‖W ′ ≤ σ(S)δ(S),

où σ(S) est l’aire de S et δ(S) le maximum de toutes les longueurs des côtés.
La métrique entre deux surfaces S et T via cette approximation est alors donnée par

‖C(S)−C(T )‖2
W ′ =

∑
f,g

N(f)tkW (c(g), c(f))N(g)

− 2
∑
f,q

N(f)tkW (c(q), c(f))N(q)

+
∑
q,r

N(q)tkW (c(q), c(r))N(r), (5.8)

où les lettres f, g indexent les faces de S et les q, r celles de T .

L’identité φ]S = φ(S) nous permet de poser une alternative pour le calcul d’une valeur
approchée de la surface φ(S) dans l’espace W ′ :

1. Approcher S par C(S) puis appliquer l’action “push-forward”, ce qui donne (φ1)]C(S).
L’expression de l’action d’un difféomorphisme φ sur une fonctionnelle d’évaluation δξx
est donnée par la formule :

φ]δ
ξ
x = δ

φ]ξ

φ(x), où φ]ξ = det(dxφ)(dxφ
∗)−1ξ. (5.9)

Le terme d’attache aux données s’écrit ici A(φ) = ‖φ]C(S)−C(T )‖2
W ′ , soit encore

A(φ) =
∑
f,g

(φ]N(f)) · kW (c(g), c(f))(φ]N(g))

− 2
∑
f,q

(φ]N(f)) · kW (c(q), c(f))N(q)

+
∑
q,r

N(q)tkW (c(q), c(r))N(r). (5.10)

Il s’agit du vrai problème d’appariement pour les courants approchés C(S) et C(T ).
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2. Calculer d’abord S1, la surface triangulée dont les sommets sont les images par
φ de ceux de S, puis calculer C(S1). Le terme d’attache aux données s’écrit alors
A(φ) = ‖C(S1)−C(T )‖2

W ′ , soit encore

A(φ) =
∑
f1,g1

N(f1)
tkW (c(g1), c(f1))N(g1)

− 2
∑
f1,q

N(f1)
tkW (c(q), c(f1))N(q)

+
∑
q,r

N(q)tkW (c(q), c(r))N(r), (5.11)

où les f1, g1 indexent les faces de S1, qui ont pour sommets les f 1
1 , f

2
1 , f

3
1 avec f i1 =

φ(f i).

Nous avons mis en oeuvre la seconde version. L’avantage est qu’elle ne fait pas interve-
nir la différentielle de φ1, ce qui simplifie le calcul du gradient car le terme d’appariement
s’exprime alors directement en fonction du déplacement d’un nombre fini de points. Re-
marquons cependant que dans ce cas une approximation supplémentaire du même ordre
est faite puisque S1 6= φ1(S).

5.4.2 Description de l’algorithme

Nous renvoyons ici au chapitre 6 pour la description de l’algorithme général d’apparie-
ment. La section 6.2.3 décrit le cas de l’appariement de courants et le calcul du gradient
du terme d’attache aux données.

5.5 Expériences

5.5.1 Exemples synthétiques

L’algorithme a d’abord été essayé sur des configurations simples avec un petit nombre
de triangles. Sur les figures, la surface source est représentée en bleu, la surface cible en
vert et la surface transformée en rouge. Pour l’expérience de la figure 5.1, il s’agissait de
retrouver des comportements similaires à ceux observés pour l’appariement de mesures. La
surface source est composée de 10 triangles tandis que la cible n’en comporte que 3. En
faisant varier le paramètre d’échelle σW on observe soit une interpolation de la configuration
cible, soit la formation de couples source/cible appariés.

5.5.2 Expériences sur des segmentations de visages

Pour ces expériences nous avons utilisé 10 surfaces segmentées de visages muni de
points de repère manuellement sélectionnés, représentés figure 5.3. Notons que ces points ne



Chapitre 5. Appariement de courants 99

Fig. 5.1 – Appariement de courants, exemples synthétiques

Fig. 5.2 – Appariement de courants, exemples synthétiques
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A B C D E

F G H I J

Fig. 5.3 – Les 10 surfaces segmentées de visages et leurs points de repère associés.

rentrent pas en compte dans le procédé d’appariement, nous les avons utilisé uniquement
à des fins de validation. Le premier visage fut choisi comme surface source S pour être
apparié sur les 9 autres. Pour chaque expérience nous avons ré-échantillonné les surfaces
originales de 60000 à 5000 triangles, puis calculé la déformation optimale entre les surfaces
sous-échantillonnées. Notons que pour un tel nombre de points de contrôle, les techniques
numériques de calcul rapide que nous présentons au chapitre 6 sont indispensables. La
figure 5.4 montre les déformations de la première surface sous l’action des difféomorphismes
optimaux. La figure 5.5 montre plus en détail une expérience. La surface gauche représente
le visage source, et celle du centre sa déformation. A droite est représentée la cible avec
ses propres points de repère ainsi que ceux de la surface déformée. La figure 5.6-gauche
montre les graphes de distances entre surfaces, avant et après la procédure d’appariement
(i.e. entre S et T et entre φ(S) et T ). Le graphe de gauche donne le pourcentage de
sommets dont la distance à l’autre surface est inférieure à d, en fonction de la distance
d. A droite est tracée le graphe de distance pour les points caractéristiques, c’est-à-dire le
pourcentage de points de repère sur la cible T dont la distance à son correspondant sur S
(resp. φ(S)) est inférieure à d. Remarquons que l’appariement est visuellement satisfaisant,
ce qui est confirmé par le graphe de distance des surfaces. Cependant, certains points de
repère ne sont pas correctement appariés. On peut penser que le mode de sélection manuel
de ces points de repère est parfois hasardeux ; beaucoup d’entre-eux ne correspondant pas
réellement à des localisations anatomiquement bien définies.
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A B C D E

F G H I J

Fig. 5.4 – Déformations de la surface source A sous l’action des difféomorphismes optimaux.

Fig. 5.5 – gauche : visage original, centre : visage déformé, droite : cible.
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Fig. 5.6 – Expériences sur les visages : Graphes des quantiles de distances pour les sommets
(gauche) et les points de repère (droite). La courbe moyenne est en gras.

5.5.3 Expériences sur les données segmentées d’hippocampes

Nous avons ensuite essayé l’algorithme d’appariement de courants à une série de 15 sur-
faces corticales d’hippocampes droits et gauches. Nous renvoyons à [16] pour la méthode de
segmentation utilisée. Les 7 premiers sujets sont atteints de la maladie d’Alzheimer, tandis
que les autres sont normaux. Dans cette expérience les surfaces étaient sous-échantillonnées
à 500 triangles.

La figure 5.7 montre les 15 surfaces originales. La figure 5.8 montre les déformations de
la surface source sous l’action des difféomorphismes optimaux. La figure 5.5.3 montre les
histogrammes de distances pour cette série d’expériences. Remarquons que la distance est
inférieure à 2mm pour une très forte proportion de sommets, ainsi que la faible variance
des résultats dans cette série.

5.5.4 Expériences sur le Planum Temporale

Pour terminer nous montrons des expériences menées sur une série de surfaces seg-
mentées de planum temporale (PT) droits et gauches venant de 17 sujets différents, 8
d’entre-eux étant atteints de troubles auditifs. Le planum temporale est une partie du
cortex cérébral présentant une grande variabilité intra (asymétrie) et inter-sujets, même
pour de sujets sains. Par conséquent nous avons choisi de mener deux sortes d’expériences
pour cette série. Dans la première nous avons choisi une surface source et appliqué l’al-
gorithme pour l’apparier aux 16 autres. Ceci étant fait pour les planum temporale droits
et gauches indépendamment. Dans la deuxième expérience nous avons essayé de mesu-
rer l’asymétrie intra-sujet en appariant les surfaces droites et gauches. Ainsi, pour chaque
sujet, nous avons appliqué une symétrie planaire aux sommets de la surface gauche, et
changé l’orientation des faces pour obtenir la surface source, tandis que la cible est le PT
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template 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

Fig. 5.7 – Les 16 hippocampes gauches.
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template 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15

Fig. 5.8 – Déformations de la surface source obtenues après la procédure d’appariement.

Fig. 5.9 – Histogrammes des distances pour l’expérience sur les hippocampes
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12 00 01 03 04 05 06 07 08

09 10 11 13 14 15 16 17

Fig. 5.10 – Les 17 planum temporale gauche (haut) et droits (bas).

droit correspondant pris tel quel. Ce procédé fournit un appariement gauche/droite. Les
figures 5.13 et 5.17 montrent les histogrammes de distances pour toutes ces expériences.
La performance moyenne d’appariement est bonne, comparable à celle obtenue pour les
données d’hippocampes. En revanche on observe une variance assez grande. L’observation
directe des recalages montre que dans certains cas les bords des deux surfaces ne sont pas
correctement recalés. Pour tenter de donner une explication intuitive à ce fait, nous repré-
sentons figure 5.18 la surface source (à gauche) et deux surfaces cibles (en haut), ainsi que
les déformations obtenues (en bas). Nous avons aussi sélectionnés certains points de repère
sur la surface source, afin de pouvoir suivre leurs déplacements. Les points représentés sur
les surfaces cibles sont donc les points de repère déplacés sous l’action du difféomorphisme.
Pour le premier exemple (au centre), l’algorithme donne des correspondances en accord à
ce qui aurait pu être réalisé par un expert, alors que pour le deuxième (à droite), les points
c et d se retrouvent à l’intérieur de la surface, et non plus sur le bord. Cependant dans cet
exemple, ces points de la surface originale ne possèdent pas de réels correspondants sur la
cible, car la forme de celle-ci est entièrement différente
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12 00 01 03 04 05 06 07 08

09 10 11 13 14 15 16 17

Fig. 5.11 – Expérience inter-sujets : déformations du PT 12 gauche après appariements
sur les autres PT gauches.

12 00 01 03 04 05 06 07 08

09 10 11 13 14 15 16 17

Fig. 5.12 – Expérience inter-sujets : déformations du PT 12 droit après appariements sur
les autres PT droits.

PT gauches PT droits

Fig. 5.13 – Histogrammes des distances pour l’expérience inter-sujets sur les planums
temporale gauches et droits.
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12 00 01 03 04 05 06 07 08

09 10 11 13 14 15 16 17

Fig. 5.14 – Expérience intra-sujets : déformations des PT droits après appariement sur les
PT gauches correspondants.

12 00 01 03 04 05 06 07 08

09 10 11 13 14 15 16 17

Fig. 5.15 – Expérience intra-sujets : déformations des PT gauches après appariement sur
les PT droits correspondants.

Fig. 5.16 – Déformation de la surface et d’une grille 3D, appariement 12 sur 07 gauches
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gauche/droit droit/gauche

Fig. 5.17 – Histogrammes des distances pour l’expérience intra-sujets sur les planums
temporale.

template

Fig. 5.18 – Expériences sur le planum temporale : correspondances entre points repérés
sur la surface source.



Chapitre 6

Aspects numériques et algorithmiques
des méthodes à noyaux

Le but de ce chapitre est de proposer des algorithmes efficaces pour la résolution d’un
problème d’appariement générique. Le principe de réduction (théorème 12) a montré qu’une
fois le problème discrétisé, la recherche de la solution peut être entreprise sur un sous-
espace L2

V,S paramétré par les vecteurs moments αit, qui deviennent donc les variables de
minimisation. Le premier problème est alors de définir un gradient de la fonctionnelle vis-
à-vis de ces variables, puis de proposer une méthode de descente en utilisant des schémas
numériques appropriées. Le deuxième problème concerne la complexité algorithmique : en
effet dans les applications, le nombre n de points de discrétisation des données peut être
très important, car un ré-échantillonage trop grand gomme des détails indispensables à
l’analyse, comme l’illustre la figure 6.1. Par conséquent nous nous attacherons toujours
dans l’écriture de l’algorithme à réduire le coût en temps de calcul et en place mémoire. En
évitant les inversions de systèmes linéaires et en utilisant des méthodes rapides d’évaluation
du noyau et de ses dérivées, il devient possible d’obtenir une complexité linéaire vis-à-vis
de n pour le calcul de la fonctionnelle et du gradient.

6.1 Algorithme de descente

6.1.1 Calcul de la fonctionnelle d’appariement

Revenons à la fonctionnelle générale d’appariement (1.3) :

J(v) =

∫ 1

0

‖vt‖2
V dt+ A(φv1). (6.1)

Lorsque le terme d’attache aux données n’est fonction que du déplacement d’un nombre
fini de points x1, . . . , xn ∈ Rd, nous avons vu en 2.2.3 que les champs optimaux sont de la

109
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Surface originale 5000 triangles 500 triangles

Fig. 6.1 – Comparaison entre une surface triangulée et deux sous-échantillonnages

forme

vt(x) =
n∑
i=1

kV (xit, x)α
i
t = kV (xt, x)αt, (6.2)

où xt = (xit) désigne les trajectoires des points : xit = φvt (x
i). Rappelons que nous utilisons

la notation matricielle pour l’écriture de la fonction noyau (cf. définition 9). Les trajectoires
xt = (xit) sont obtenues par intégration de (cf. (2.23)) :

xt = x +

∫ t

0

kV (xs,xs)αs ds. (6.3)

L’algorithme de calcul de la fonctionnelle peut donc se schématiser ainsi :

Fonction Fonctionnelle(α) : J
Calcul de x1 par intégration de (6.3)
Calcul de la fonctionnelle J par (6.9)

Fin

En termes de codage, les points xi sont représentés par un tableau x de taille d ∗ n, et
l’intervalle temporel [0, 1] est discrétisé sur une échelle de longueur T , de pas δT = 1

T−1
. Les

variables de minimisation αit et les trajectoires xit sont alors représentés par des tableaux de
tailles d ∗n ∗T , où d est la dimension de l’espace. Nous verrons en 6.1.2 comment effectuer
l’étape d’intégration nécessaire au calcul des trajectoires.

Supposons à présent que la fonction A : (Rd)n → R est différentiable. Nous voulons
alors définir un gradient de la fonctionnelle J .
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Gradient dans L2
V et méthode de projection du gradient

L’idée ici est de déterminer le gradient de la fonctionnelle en tant que fonction de
v ∈ L2

V , puis d’en déduire une méthode de descente sur les variables αit. Nous devons donc
calculer la variation de la fonctionnelle J correspondant à une variation vε = v + εṽ du
champ v, où ṽ ∈ L2

V . Dans ce qui suit, la notation ∂ε désigne la différentiation par rapport
à ε évaluée en ε = 0. La variation du premier terme de (6.1) s’écrit

∂ε

(
γ

∫ 1

0

‖vεt‖2
V dt

)
= 2γ

∫ 1

0

〈vt, ṽt〉V dt,

= 2γ

∫ 1

0

〈kV (xt, ·)αt, ṽt〉V dt,

= 2γ

∫ 1

0

αt · ṽ(xt) dt.

Il nous reste donc à calculer la variation de A(xε1) = A(φv
ε

1 (x)). D’après la formule de
variation du flot (1.14), il vient

∂εA(xε1) = dx1A ∂ε(φ
vε

1 (x1)),

=

∫ 1

0

n∑
i=1

∂xi
1
A(x1) dxi

t
φvt1 ṽt(x

i
t) dt,

=

∫ 1

0

n∑
i=1

(dxi
t
φvt1)

∗∇xi
1
A(x1) · ṽt(xit)dt.

Notons βit = (dxi
t
φvt1)

∗∇xi
1
A(x1) et βt = (β1

t , . . . , β
n
t ). Nous avons donc

∂εA(xε1) =

∫ 1

0

βt · ṽt(xt) dt.

Finalement la variation de J est :

∂εJ(vε) =

∫ 1

0

(γαt + βt) · ṽt(xt) dt. (6.4)

A partir des équations vérifiées par la différentielle du flot (1.10), nous pouvons écrire les
équations intégrales rétrogrades vérifiées par les vecteurs βit :

βit = ∇xi
1
A(x1)−

∫ 1

t

(dxi
s
vs)

∗βis ds

= ∇xi
1
A(x1)−

∫ 1

t

n∑
j=1

∇xi
s
[αjs · kV (xis, x

j
s)β

i
s] ds,
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soit encore, en notations compactes :

βt = ∇x1A−
∫ 1

t

n∑
j=1

∇1[αs · kV (xs,xs)βs] ds, (6.5)

où la notation ∇1 signifie que le gradient est pris seulement vis-à-vis de la première variable
du noyau. Lorsque le noyau kV est scalaire radial : kV (x, y) = hV

(
|y−x|2
σ2

V

)
id , on obtient

plus explicitement

βit = ∇xi
1
A− 2

σ2
V

∫ 1

t

n∑
j=1

h′V

(
|xis − xjs|2

σ2
V

)
(αjs · βis) (xis − xjs) ds.

Le gradient de la fonctionnelle J dans l’espace L2
V s’obtient directement à partir de la

formule (6.4) :

(∇J)t(x) = kV (xt, x)(2γαt + βt). (6.6)

Choisissons un pas de descente λ > 0. Si ∇J 6= 0 et si λ est suffisamment petit, alors
en posant αt = αt − λ(2γαt + βt) puis

vt(x) = vt(x)− λ(∇J)t(x) = kV (xt, x)αt,

on obtient J(v) < J(v). Cependant le champ v n’appartient plus à L2
V,S puisque les trajec-

toires xt et les vecteurs αt ne sont plus liés par l’équation (6.3). Il nous faut donc reprojeter
le champ v sur L2

V,S. Ceci se fait en deux étapes :

1. Calcul des trajectoires x̂t = φvt (x
i) par résolution du système intégral

x̂t = x +

∫ t

0

kV (xs, x̂s)αs ds, (6.7)

2. Calcul, pour chaque t ∈ [0, 1], des vecteurs α̂t correspondant à la projection v̂ de v
sur l’espace L2

V,S (théorème 12). Ceci se fait par inversion des systèmes linéaires

∂tx̂t = kV (x̂t, x̂t)α̂t. (6.8)

Le champ projeté est alors v̂t(x) = kV (x̂t, x)α̂t. Par construction il vérifie ‖v̂‖L2
V
≤ ‖v‖L2

V

et φv̂1(x) = φv1(x). Par conséquent A(φv̂1(x)) = A(φv1(x)), et finalement

J(v̂) ≤ J(v) < J(v).

Pour résumer cette discussion, voici le schéma d’un algorithme de descente écrit selon cette
méthode :
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Procédure Descente()
Initialisation de α ; choix d’un pas de descente λ
Répéter

Calcul des trajectoires xit par intégration de (6.3)
Calcul des vecteurs βit par intégration de (6.5)
α = (1− 2λσ2

A)α− λβ
Calcul des trajectoires x̂it par intégration de (6.7)
Calcul des vecteurs α̂it par résolution des systèmes linéaires (6.8)
α = α̂ ;

jusqu’à ce que (condition d’arrêt)

Fin

L’étape de projection du gradient nécessite l’inversion des systèmes linéaires (6.8) pour
le calcul des α̂it. Ceci rajoute une complexité d’ordre O(n3) à l’algorithme. En pratique, si
on utilise une méthode de gradient conjugué pour en initialisant les variables par les αit, la
convergence se fait rapidement. Surtout, en se contentant de quelques itérations de gradient
conjugué, on obtient une direction de descente proche du gradient, ce qui est suffisant.

Approche directe : gradient “en α”, donnant un algorithme en O(n2)

L’espace L2
V,S est paramétré par l’application t 7→ αt dans L2([0, 1], (Rd)n) (cf. 25).

Nous pouvons donc calculer la variation de la fonctionnelle J en tant que fonction de ces
paramètres, en dérivant la formule (2.25)

J(α) = γ

∫ 1

0

αt · kV (xt,xt)αtdt+ A(x1). (6.9)

Soit une variation αε = α + εα̃ des paramètres. La variation ṽ = ∂εv
ε des champs de

vecteurs correspondant se calcule à partir de l’équation (6.2) :

ṽt(x) = ∂1[kV (xt, x)αt]x̃t + kV (xt, x)α̃t,

où x̃t désigne les variations correspondantes des trajectoires : x̃t = ∂εφ
vε

t (x). Les équations
vérifiées par x̃t s’obtiennent à partir de (6.3) :

x̃t =

∫ t

0

(∂1 + ∂2)[kV (xs,xs)αs]x̃s + kV (xs,xs)α̃s ds.

Cette dernière équation est une équation linéaire en la variable x̃t ; nous pouvons donc
écrire la solution, par la méthode de variations des constantes, en fonction de la résolvante
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du système linéaire sans second membre :

x̃t =

∫ t

0

RstkV (xs,xs)α̃s ds,

où l’opérateur Rst est solution de

Rst = id +

∫ t

s

(∂1 + ∂2)[kV (xr,xr)αr]Rsr dr,

ou encore de l’équation rétrograde :

Rst = id +

∫ t

s

Rrt(∂1 + ∂2)[kV (xr,xr)αr] dr. (6.10)

A présent nous pouvons dériver la formule (6.9) :

∂εJ(vε) = 2γ

∫ 1

0

α̃t · kV (xt,xt)αt dt+ γ

∫ 1

0

αt · ∂ε(kV (xεt ,x
ε
t)αt) dt+ dx1A∂ε(x

ε
1),

Le deuxième terme peut être réécrit :

γ

∫ 1

0

αt · ∂ε(kV (xεt ,x
ε
t)αt) dt = γ

∫ 1

0

∫ t

0

αt · (∂1 + ∂2)[kV (xt,xt)αt]RstkV (xs,xs)α̃s ds dt

= γ

∫ 1

0

(∫ 1

t

R∗
ts(∂1 + ∂2)[kV (xs,xs)αs]

∗αs ds

)
· kV (xt,xt)α̃t dt.

Et pour le troisième terme, nous avons

dx1A∂ε(x
ε
1) =

∫ 1

0

dx1A Rt1 kV (xt,xt)α̃t dt,

=

∫ 1

0

dx1A Rt1 kV (xt,xt)α̃t dt

Nous obtenons finalement

∂εJ(vε) =

∫ 1

0

kV (xt,xt)

(
2γαt + γ

∫ 1

t

R∗
ts(∂1 + ∂2)[kV (xs,xs)αs]

∗αs ds+R∗
t1∇x1A

)
· α̃t dt.

Le gradient (∇J) ∈ L2([0, 1], (Rd)n) s’écrit donc :

(∇J)t = kV (xt,xt) (2γαt + ηt) ,

où le vecteur ηt = γ

∫ 1

t

R∗
ts(∂1 + ∂2)[kV (xs,xs)αs]

∗αs ds + R∗
t1∇x1A s’obtient par

résolution de l’équation intégrale rétrograde

ηt = ∇x1A+

∫ 1

t

((∂1 + ∂2)[kV (xs,xs)αs])
∗ (ηs + γαs) ds. (6.11)
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Lorsque le noyau kV est radial : kV (x, y) = hV
(
|y−x|2
σ2

V

)
id , ceci s’écrit

ηit = ∇xi
1
A+

2

σ2
V

∫ 1

t

n∑
j=1

h′V

(
|xjs − xis|2

σ2
V

)
(αis · ηjs + αjs · ηis + 2γαis · αjs)(xis − xjs) ds.

Le choix de la métrique L2 sur les paramètres αt est arbitraire. Un choix plus judicieux
ici est d’utiliser la métrique donnée par l’opérateur kV (xt,xt), qui a le double avantage
d’être plus proche de la métrique induite par la norme L2

V sur le sous-espace L2
V,S, et de

simplifier la formule du gradient, puisque dans ce cas nous obtenons simplement

(∇J)t = 2γαt + ηt.

Le schéma de calcul du gradient est ici :

Fonction Gradient(α) : ∇J
Calcul des trajectoires xit par intégration de (6.3)
Calcul des vecteurs ηit par intégration de (6.11)
∇J = 2γα + η

Fin

L’avantage de cette méthode est qu’elle ne comporte plus d’étape d’inversion de sys-
tèmes linéaires. Par conséquent la complexité théorique est ici d’ordre O(n2).

6.1.2 Méthodes d’intégration

Les algorithmes schématisés ci-dessus comportent des étapes d’intégration. Celles-ci
peuvent être effectuées par un schéma centré d’Euler du type prédicteur/correcteur. Pour
l’intégration du système 6.3 par exemple, l’algorithme correspondant s’écrira alors :

Procédure CompTraj(α)
Création de ẋ, tableau de taille d ∗ n ∗ T
Pour t de 1 à T − 1 faire

ẋt = kV (xt,xt)αt

xt+1 = xt +
δT
2

(ẋt + kV (xt + δT ẋt,xt + δT ẋt)αt+1)
Fin Pour

Fin
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Rappelons que nous utilisons des notations matricielles pour désigner les opérations de
sommation sur les noyaux. Par exemple l’opération ẋt = kV (xt,xt)αt ci-dessus consiste,
pour tout 1 ≤ i ≤ n, à effectuer la somme de multiplications matricielles ẋit =

∑n
j=1 kV (xjt , x

i
t)α

i
t.

L’utilisation effective de la grande matrice kV (xt,xt), de taille (d ∗ n)2 n’est pas recom-
mandé car cela peut poser des problèmes de place mémoire lorsque le nombre de points n
est grand. Nous reviendrons en 6.3 sur le calcul de ces sommations.

Pour affiner le calcul, il est possible d’utiliser des schémas à pas multiples une fois les
premières valeurs initialisées. Par contre des méthodes de type Runge-Kutta ne sont pas
directement applicables car elles nécessiteraient l’interpolation des vecteurs αit pour des
valeurs non entières de l’indice t.

6.1.3 Méthodes d’optimisation

Une fois écrits les codes de calcul de la fonctionnelle J et de son gradient, nous pou-
vons “brancher” tout algorithme d’optimisation approprié. Du fait de la grande dimension
éventuelle de la variable de minimisation α (d ∗ n ∗ T ), les méthodes de type Newton ou
quasi-Newton semblent trop lourdes ici car elles nécessitent le calcul, exact ou approché,
du Hessien de la fonctionnelle, matrice de taille (d ∗ n ∗ T )2. Nous nous contenterons donc
de méthodes de type gradient simple ou gradient conjugué, avec choix adaptatif du pas de
descente. Ce choix du pas peut être fait suivant la règle de Wolfe [42].

6.1.4 Synthèse du difféomorphisme

Une fois l’optimisation effectuée, le difféomorphisme φv est paramétré par les vecteurs
αit. En fait pour éviter des calculs supplémentaires, on récupère aussi les trajectoires xit.
Le calcul de l’image de m points y1, . . . , ym quelconques de Rd se fait alors par intégration
des équations

yt = y +

∫ s

0

kV (xs,ys)αs ds, (6.12)

où y = (y1, . . . , ym) et yt = φvt (y).

Fonction Flot(α,x,y) : y1

Intégration du flot par (6.12)
Fin
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6.2 Application

6.2.1 Appariement de points

Nous reprenons la fonctionnelle d’appariement vue en 2.2.4 :

A((zi)1≤i≤n) =
n∑
i=1

|zi − yi|2. (6.13)

On a donc ici simplement ∇ziA = 2(zi − yi).

6.2.2 Appariement de mesures

Pour l’appariement de deux sommes de masses de Dirac
∑n

i=1 a
iδxi et

∑m
j=1 b

jδyj , le
terme d’appariement s’écrit

A((zi)1≤i≤n) =
∥∥∥ n∑
i=1

aiδzi −
m∑
j=1

bjδyj

∥∥∥2

I′

=
n∑

i,j=1

aiajkI(z
i, zj)− 2

n∑
i=1

m∑
j=1

aibjkI(z
i, yj) +

m∑
i,j=1

bibjkI(y
i, yj).

D’où

∇ziA =
n∑
j=1

aiaj(∇1kI(z
i, zj) +∇2kI(z

j, zi))− 2
m∑
j=1

aibj∇1kI(z
i, yj)

= 2ai

(
n∑
j=1

aj∇1kI(z
i, zj)−

m∑
j=1

bj∇1kI(z
i, yj)

)
.

Pour un noyau radial scalaire kI(x, y) = hI
(
|y−x|2
σ2

I

)
,

∇ziA =
4

σ2
I

ai

(
n∑
j=1

ajh′I

(
|zj − zi|2

σ2
I

)
(zi − zj)−

m∑
j=1

bjh′I

(
|yj − zi|2

σ2
I

)
(zi − yj)

)
.

6.2.3 Appariement de courants

Pour l’appariement de courants, la fonctionnelle sous la deuxième formulation (cf.
(5.11)) s’écrit

A((zi)) = ‖C(R)−C(T )‖2
W ′ ,
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où R désigne la triangulation dont les sommets sont les zi. L’expression explicite est alors :

A((zi)) = =
∑
f,g

N(f)tkW (c(g), c(f))N(g)

−2
∑
f,q

N(f)tkW (c(q), c(f1))N(q)

+
∑
q,r

N(q)tkW (c(q), c(r))N(r),

où les f, g (resp. q, r) indexent les faces de la triangulation R (resp. T ). Nous devons calculer
les dérivées partielles de ce terme d’attache. Notons ∂f iA la contribution de la face f à l’un
de ses sommets f i. Nous avons ∂f iA η = 2[∂f iC(R) η](ω), avec ω = KW (C(R)−C(T )) et
C(R)(ω) =

∑
f δ

N(f)
c(f) (ω) =

∑
f N(f) · ω(c(f)). Ainsi,

∂f iA η = 2∂f iN(f) η · ω(c(f)) +N(f) · dω(c(f))∂f ic(f) η,

= (η × ei) · ω(c(f)) +
2

3
N(f) · dω(c(f)) η,

et donc ∇f iA = (ei×ω(c(f))) + 2
3
dω(c(f))∗N(f). A présent, ω(x) = KW (C(R)−C(T )),

et donc

ω(x) =
∑
g

kW (c(g), x)N(g)−
∑
q

kW (c(q), x)N(q).

On a donc :

∇f iA =
∑
g

ei × kW (c(g), c(f))N(g)−
∑
q

ei × kW (c(q), c(f))N(q)

+
2

3

∑
g

∂1kW (c(f), c(g))N(f)− 2

3

∑
q

∂1kW (c(f), c(q))N(f). (6.14)

Rappelons, pour la bonne compréhension de cette formule, que ei désigne le côté du triangle
f opposé au sommet f i, que la sommation sur g est faite sur tous les triangles de R, et
la sommation sur q sur tous les triangles de T . Finalement, ∂ziA s’obtient en additionnant
les contributions de chaque triangle de R ayant zi pour sommet.

6.3 Évaluation rapide des noyaux - Méthodes “Fast Mul-
tipole”

Les méthodes “Fast multipole” étaient initialement destinées à la simulation des sys-
tèmes physiques impliquant un grand nombre de particules. Le premier article sur ce sujet
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est celui de Greengard et Rokhlin [29]. L’idée est d’accélérer le calcul des interactions
potentielles entre tous les couples de particules en remplaçant le calcul effectif par un dé-
veloppement en série tronqué pour des groupes de particules proches. Greengard et Strain
ont ensuite appliqué cette méthode pour le calcul rapide des convolutions discrètes par un
noyau gaussien, c’est-à-dire l’é́valuation des fonctions de la forme

f(y) =
n∑
i=1

ai exp

(
−|y − xi|2

σ2

)
, ai ∈ R, xi ∈ Rd, (6.15)

en un certain nombre de points yj ∈ Rd, j ∈ {1, . . . ,m} en effectuant un développement
en série de la fonction gaussienne à l’aide des polynômes de Hermite. C’est la méthode de
Transformée de Gauss Rapide, ou FGT (Fast Gauss Transform) [30]. L’algorithme final
est de complexité O(n) au lieu de O(n2) par un calcul direct. Cependant cette complexité
croît de façon exponentielle avec la dimension d de l’espace. D’autres algorithmes reposant
sur le même principe mais basés sur des manipulations algébriques différentes ont alors été
proposés, notamment la méthode “Improved Fast Gauss Transform” par Yang, Duraiswami
et Gumerov [57], que nous présentons maintenant.

6.3.1 Algorithme IFGT

L’algorithme IFGT tire partie de la régularité de la gaussienne pour proposer un dé-
veloppement en série différent de celui donné par les polynômes de Hermite. En outre,
le regroupement des points est effectué par la méthode “farthest point clustering”, plus
efficace que la partitionnement de l’espace par boîtes utilisé pour la FGT originale.

Partitionnement de l’espace

Le problème de répartition spatiale d’un ensemble S de n points de l’espace Rd en
K groupes (clusters) C1, . . . , CK a été largement étudié. La répartition optimale appelée
K-center consiste à trouver simultanément une répartition et les centres c1, . . . , cK ∈ Rd

qui minimisent le “rayon” de la répartition ;

rx = max
1≤k≤K

max
xi∈Ck

|xi − ck|,

Ce problème est de complexité NP . Le “farthest point clustering” est une méthode très
simple donnant une bonne solution approchée. L’algorithme consiste à choisir les centres
c1, . . . , cK parmi les points xi de la manière suivante : c1 est choisi au hasard, puis pour
k ≥ 2, ck est défini comme le point xi situé le plus loin de l’ensemble {c1, . . . , ci−1}.
Chacun des n points est assigné au cluster correspondant au centre ck le plus proche. Pour
cet algorithme, le rayon rx de la répartition est une fonction décroissante du nombre de
clusters, et tendant vers 0 (puisque rx = 0 pour K ≥ n). Aussi il n’est pas nécessaire
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de fixer le nombre K de groupes à l’avance, puisqu’il il suffit d’itérer l’algorithme jusqu’à
atteindre un rayon rx demandé. La complexité de cette méthode est en O(nK), le nombre
total K de clusters étant indépendant de n (il ne dépend que du rayon rx et du “volume”
total d’espace occupé par les points).

Développement en série de f

Supposons que les points xi soient répartis enK groupes C1, . . . , CK de centres c1, . . . , cK .
On note rx le rayon de cette répartition. On développe alors la somme (6.15) autour de
chaque pôle ck :

f(y) =
K∑
k=1

∑
α≥0

Tαk exp

(
−|y − ck|2

σ2

)(
y − ck
σ

)α
,

où α désigne un multi-indice d’entiers positifs α = (α1, . . . , αd), avec la convention zα =

zα1
1 · · · zαd

d pour tout z ∈ Rd. les coefficients Tαk sont donnés par

Tαk =
2|α|

α!

∑
xi∈Ck

ai exp

(
−|x

i − ck|2

σ2

)(
xi − ck
σ

)α
,

où |α| = α1 + · · ·+ αd et α! = α1! · · ·αd!.
On effectue alors le calcul approché de f(y) en tronquant la série de Taylor à un ordre p

(i.e. on somme pour |α| ≤ p). Si le nombre K de clusters est grand, on peut aussi n’effectuer
les sommations que sur les centres ck situés à une distance au plus ry de y, où ry est un
seuil fixé. L’erreur d’approximation est inférieure à(

2p

p!
ρpxρ

p
y + e−ρ

2
y

)∑
|ai|,

où ρx = rx/σ et ρy = ry/σ. Cette erreur est indépendante du nombre de points n. Pour
atteindre une certaine précision, on fixe les paramètres p, rx et éventuellement ry de façon à
satisfaire l’inégalité ci-dessus. La complexité totale de l’algorithme IFGT est alors d’ordre
O(n), avec un facteur multiplicatif fonction des paramètres K, p, rx et ry.

6.3.2 Mise en oeuvre pour un algorithme d’appariement

Nous revenons maintenant aux algorithmes d’appariement vus à la section précédente.
Lorsque le noyau kV est scalaire gaussien, kV (x, y) = exp

(
− |y−x|2

σ2
V

)
, il est possible de

réécrire directement les étapes de sommation du type kV (xt,xt)αt par des appels à l’algo-
rithme IFGT. Le calcul des vecteurs βit via les équations (6.5), ou des ηit via (6.11), pose
en revanche une légère difficulté. Dans le premier cas nous devons calculer

∇xi
s
[αjs · kV (xis, x

j
s)β

i
s] = − 2

σ2
V

exp

(
−|x

i
s − xjs|2

σ2
V

)
(αjs · βis) (xis − xjs).
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Si l’on veut utiliser l’algorithme IFGT ici, il faut découpler l’expression (αjs · βis) (xis − xjs).
Le seul moyen est d’écrire

(αjs · βis) (xis − xjs) = (αjs · βis)xis − (xjsα
jT
s )βis,

ce qui signifie qu’il faut passer à la fonction IFGT les dn coefficients des vecteurs αjs mais
aussi les d2n coefficients des matrices xjsαjTs . Ce surcoût de calcul (d’un facteur d) ne change
pas la complexité globale de l’algorithme vis-à-vis du nombre de points. Pour les vecteurs
ηit, l’élément d’intégration s’écrit

(((∂1 + ∂2)[kV (xs,xs)αs])
∗ ηs)i = −

n∑
j=1

e
− |xj

s−xi
s|

2

σ2
V (αis · ηjs + αjs · ηis)(xis − xjs).

Il faut donc découpler de la même manière les expressions (αis · ηjs + αjs · ηis)(xis − xjs).
Grâce à cette méthode rapide, on réduit donc la complexité totale des calculs de la

fonctionnelle et du gradient d’un facteur n. Avec la méthode de projection du gradient
décrit en 6.1.1, le coût devient donc d’ordre O(n2), voire O(n) si l’on effectue seulement un
petit nombre d’itérations pour l’inversion des systèmes linéaires. Pour la deuxième méthode
(gradient “en α”, cf. 6.1.1), la complexité est d’ordre O(n).

6.3.3 Méthode rapide pour un noyau quelconque

La méthode “Fast multipole” peut être appliquée à n’importe quel type de noyau, dans
la mesure où l’on en connaît une formule analytique pour pouvoir déterminer les développe-
ments en série. Notons cependant que l’algorithme IFGT utilise des propriétés algébriques
spécifiques à la fonction gaussienne ; il n’est donc pas directement transposable.

6.4 Méthodes multi-échelles

Toutes les méthodes d’appariement vues ici posent le problème du choix des paramètres.
En pratique, il y a deux paramètres déterminants communs à toutes les méthodes : le
facteur λ réglant les poids respectifs des deux termes de la fonctionnelle, et l’échelle σV du
noyau de déformation. En outre, les méthodes d’appariement de mesures et de courants
introduisent une deuxième fonction noyau notée kI (kW pour les courants) dont il faut
aussi fixer l’échelle. Dans cette partie nous essayons de donner des idées concernant ces
deux paramètres d’échelle.

6.4.1 Réduction progressive de l’échelle pour l’appariement de me-
sures ou de courants

L’influence de l’échelle du noyau d’appariement de mesures (σI) ou de courants (σW )
est en théorie très clair : plus cette échelle est petite, et plus l’appariement sera précis. Le
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Fig. 6.2 – Segmentation 3D d’une surface corticale (gyrus cinguli)

choix de ce paramètre dépend donc de la taille des structures que l’on souhaite apparier.
La figure 6.2 montre une surface segmentée de gyrus cinguli, où l’on peut distinguer trois
échelles principales, symbolisées par les trois flèches. La plus grande correspond à la forme
générale de l’objet, en forme de “C”. La deuxième est sans doute l’échelle optimale pour
le recalage avec une autre surface du même type, car elle permet de décrire précisément
la surface sans rentrer dans les détails des petites structures bosselées (troisième échelle)
qu’il n’est pas pertinent d’apparier.

En pratique le choix d’une petite échelle augmente le nombre de minimums locaux
de la fonctionnelle. On sera donc amené, pour rechercher le minimum global lié à une
échelle optimale, à effectuer plusieurs étapes de minimisation en réduisant à chaque fois
ce paramètre, jusqu’à atteindre l’échelle voulue. Nous nous limiterons ici à cette remarque
intuitive, faute de pouvoir donner des raisonnements mathématiques précis. Expérimenta-
lement, effectuer de la sorte quatre ou cinq minimisations successives - sans nécessairement
attendre la convergence, sauf pour la dernière étape - donne des résultats probants.

6.4.2 Déformations multi-échelles

Le choix de l’échelle σV du noyau de déformation est un problème différent de ce qui
vient d’être vu, et il n’est pas souhaitable d’appliquer le même raisonnement (réduction
progressive de l’échelle au cours des minimisations). La figure 6.3 illustre l’influence de ce
paramètre. Il s’agit d’un problème d’appariement de mesures où trois groupes de points
sont déplacés tout en changeant de forme. Lorsque σV est trop grand, le difféomorphisme
optimal effectue un recalage imprécis des objets, sauf à forcer l’appariement, ce qui conduit
à un problème mal conditionné. A l’inverse si σV est trop petit, les champs de déformation
deviennent nuls entre les points de contrôle ; il n’y a plus d’interpolation. Il n’y a donc
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σV = 0.4 σV = 0.2

σV = 0.1 multi-échelle

Fig. 6.3 – Appariement de mesures : influence de l’échelle σV sur le recalage
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pas d’échelle idéale, mais plutôt un juste compromis à trouver entre bonne interpolation et
précision. La solution multi-échelle que nous proposons maintenant consiste à faire varier
l’échelle avec le paramètre t ∈ [0, 1] d’intégration des champs de vecteurs.

Considérons un noyau kV scalaire invariant par translations :

kV (x, y) = hV (y − x)id .

Pour une échelle donnée σ > 0, on définit un nouveau noyau kVσ par la formule

kVσ(x, y) = σ2hV

(
y − x

σ

)
id .

On note alors Vσ et 〈·, ·〉Vσ l’espace de champs de vecteurs et le produit scalaire correspon-
dants.

Proposition 35 L’opération de changement d’échelle v 7→ D−1
σ v ◦ Dσ, où Dσ désigne

l’opérateur dilatation x 7→ σx sur Rd, définit une isométrie entre Vσ et V .

Preuve. Notons Aσ : v 7→ D−1
σ v◦Dσ. On vérifie d’abord que cette opération est isométrique

pour les champs de la forme kvσ(x, ·)α :

〈Aσ [kvσ(x, ·)α] , Aσ [kvσ(y, ·)β]〉V = σ4
〈
Aσ

[
hV

(
x− ·
σ

)
α

]
, Aσ

[
hV

(
y − ·
σ

)
β

]〉
V

= σ2
〈
hV
(x
σ
− ·
)
α, hV

(y
σ
− ·
)
β
〉
V

= σ2hV

(
x− y

σ

)
α · β

= α · kVσ(x, y)β = 〈kVσ(x, ·)α, kVσ(y, ·)β〉Vσ .

Puisque les kvσ(x, ·)α forment un système complet dans Vσ, on en déduit que Aσ est une
isométrie entre Vσ et son image dans V . De plus Aσ est surjectif puisque les kV (x, ·)α
forment un système complet dans V et sont les images des 1

σ
kVσ(c, ·)α ∈ Vσ par Aσ. �

On suppose à présent la propriété additionnelle suivante : si σ′ > σ alors Vσ′ s’injecte
dans Vσ. Une condition suffisante pour cela est, sous les hypothèses de la proposition 20 -
hV et ĥV sont intégrables et continues, et ĥV (ω) > 0 pour tout ω ∈ Rd - que l’application
ω 7→ ĥV (ω) soit décroissante sur R+.

Soit à présent une application t 7→ σt de classe C1, décroissante et telle que σ1 = 1.
Pour un terme d’attache aux données A quelconque, on remplace le problème d’appa-
riement (1.25) par le problème multi-échelle consistant à minimiser dans L2([0, 1], V ) la
fonctionnelle suivante :

Jme(v) =

∫ 1

0

‖vt‖2
Vσ
dt+ A(φv1). (6.16)



Chapitre 6. Aspects numériques 125

Nous allons montrer que ce problème coïncide avec le problème “mono-échelle” avec une
dilatation additionnelle imposée. On considère la fonctionnelle suivante sur L2([0, 1], V ) :

Jd(u) =

∫ 1

0

‖ut‖2
V dt+ A(φw1 ◦D−1

0 ), où w(x) = u(x) +
σ̇t
σt
x. (6.17)

Proposition 36 Pour tout u ∈ L2([0, 1], V ), on a Jd(u) = Jme(v) où vt = D−1
t ut ◦Dt.

Preuve. On a
∫ 1

0
‖ut‖2

V dt =
∫ 1

0
‖vt‖2

Vσ
dt grâce à la relation de changement d’échelle vue

plus haut. Ensuite posons ψt = D−1
t φwt ◦D−1

0 , et montrons que ψt = φvt :

∂tψt = D−1
t ∂tφ

w
t ◦D−1

0 − σ1σ̇t
σ2
t

φwt ◦D−1
0 ,

= D−1
t wt ◦ φwt ◦D−1

0 − σ1σ̇t
σ2
t

φwt ◦D−1
0 ,

= D−1
t ut ◦ φwt ◦D−1

0

= D−1
t ut ◦Dtψt = vt ◦ ψt.

De plus ψ0 = id, donc on a bien ψt = φvt , en particulier φw1 ◦D−1
0 = φv1 et ainsi les termes

d’appariement sont égaux. �
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Chapitre 7

Modeling planar shape variation via
hamiltonian flows of curves

7.1 Introduction

This paper focuses on the study of plane curve deformation, and how it can lead to curve
evolution, comparison and matching. Our primary interest is in diffeomorphic deformations,
in which a template curve is in one-to-one smooth correspondence with a target curve.
This correspondence will be expressed as the restriction (to the template curve) of a 2D
diffeomorphism, which will control the quality of the matching.

This point of view, which is non standard in the large existing litterature on curve
matching, emanates from the general theory of “large deformation diffeomorphisms”, intro-
duced in [32, 22, 50], and further developed in [37, 38]. This is a different approach than
the one which only considers the restriction of the diffeomorphisms to the curves, which
is more standard, starting with the introduction of dynamic time warping algorithms in
speech recognition [44], and developed in papers like [25, 17, 58, 51, 59, 53].

Like in [58, 36], however, our approach leads to geodesic distances between plane curves.
In particular, we will provide a Hamiltonian interpretation of the geodesic equations (which
in this case shares interesting properties with a physical phenomenon called solitons [33]),
and exhibit the structure of the momentum, which is of main importance in this setting.

The deformation will be driven by a data attachment term which measures the quality
of the matching. In this paper, we review 3 kinds of attachments. The first one, that we
call measure-based, is based on the similarity of the singular measures in R2 which are
supported by the curves. The second, which is adapted to Jordan curves corresponds to
the measure of the symmetric differences of the domains within the curves (binary shapes).
The last one is for data attchement terms based on a potential, as often introduced in the
theory of active contours.

The paper is organized as follows. Section 7.2 provides some definition and notation,
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together with a heuristic motivation of the approach. Section 7.3 develops a first version of
the momentum theorem, which relates the momentum of the hamiltonian evolution to the
diffierential of the data attachement term. Section 7.4 is an application of this framework
to measure-based matching. Section 7.5 deals with binary shapes, and provides a more
general version of the momentum theorem, which will also be used in section 7.6 for data
attachment terms based on a potential. Finally, section 7.7 proves an existence theorem
for the Hamiltonian flow.

7.2 Diffeomorphic curve and shape matching with large
variability

In this paper, a shape Sγ ⊂ R2 is defined as the interior of a sufficiently smooth Jordan
curve (i.e. continuous, nonintersecting) γ : T → R2 where T is the 1D torus. (Hence, γ is
a parametrization of the boundary of S.)1.

The emphasis will be on the action of global non-rigid deformation, for which we in-
troduce some notation. A group G of C1 diffeomorphisms provides a family of admissible
non-rigid deformations. The action of a given deformation φ on a shape S ⊂ R2 is defined
by

Sdef = φ(S) . (7.1)

Selecting one shape as an initial template Stemp = Sγtemp , we will look for the best global
deformation of the ambient space which transforms Stemp into a target shape Starg . The
optimal matching of the template on the target will be defined as an energy minimization
problem

φ∗ = argminφ∈GR(φ) + g(φ(Stemp), Starg) (7.2)

where R is a regularization term penalizing unlikely deformations and g is the data term
penalizing bad approximations of the target Starg . In the framework of large deformations,
the group G of admissible deformations is equipped with a right invariant metric distance
dG and the regularization term R(φ) is designed as an increasing function of dG(Id, φ) where
Id is the identity (x → x) mapping. One of the strengths of this diffeomorphic approach,
which introduces a global deformation of the ambient space, is that it allows to model large
deformations between shapes while preserving their natural non overlapping constraint.
This is very hard to ensure with boundary-based methods, which match the boundaries
of the region based on their geometric properties without involving their situation in the
ambient space. Then, singularities may occur when, for example, two points which are far
from each others for the arc length distance on the boundary are close for the euclidian
distance in the ambient space (cf. fig 7.2).

1 Obviously, the mapping γ → Sγ is not one to one since Sγ = Sγ′ as soon as γ′ = γ ◦ ζ and ζ is a
parameter change.
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2 ALAIN TROUVÉ AND LAURENT YOUNES

Then, there exists conv , the closure in of the convex hull of , such that for any

(2)

Proof. Let be the closure in of the linear space and the orthogonal projection

on . Now, let conv . From (H2), we get that is a non-empty bounded closed convex

subset of so that we deduce from corollary III.19 in [1] that is weakly compact. Now, is

continuous for the weak topology so that is weakly compact and thus strongly closed.

From the projection theorem on closed non-empty convex subsets of an Hilbert space (Theorem

V2 in [1]), we deduce that there exist such that and for

any . Considering such that we deduce eventually that for any ,

(3)

Assume that , and let such that where

. From , there exists such that for

so that using (3), we get

which is in contradiction with (H1).

Hence and is orthogonal to which gives the result.

2. An application to shape matching

We look in this section at the problem of matching two binary shapes in the framework of large

deformations. The emphasize will be put on the action of global non-rigid deformation on shapes

and the path we follow here is to single out one of the binary shape as an initial template and

to look at the best global deformation of the ambient space inducing a good matching of to

target shapes .

Target shape

Deformed template

Template

y=phi(x)

x

Fig. 7.1 – Comparing deformed shapes

SHAPE MODELING VIA INEXACT MATCHING OF BINARY IMAGES 3

The family of admissible non-rigid deformations will be a group of di�eomorphisms and

the action of a given deformation on the template shape will be de�ned by

(4)

which is nothing more than the image through of the template domain . The optimal matching

of the template on the target will be de�ned as an energy minisation problem

(5)

where is a regularization term penalizing unlikely deformations and is the data term penalizing

bad approxitations of the target . In the framework of large deformations, the group of

admissible deformation is equipped with a right invariant metric distance and the regularization

term is designed as an increasing function of Id where Id is the identity ( )

mapping. The strength of this region based approach with global deformation of the ambient

space in the context of matching deformable soft objects comes from the possibility to handle large

deformations between binary shapes and preserving the natural non overlapping constraint. This

property is very hard to preserve with curves based methods where one try to move the boundary

of the template shape with deplacement �elds de�ned along the boundary: two points far from

each others (for the arc length distance on the boundary) can be fairly close for the euclidian

distance in the ambient space. However, in case of large deformation, the use of displacement

Target shape

Deformed template shape

Template shape

Violation of the non

intersection contraint

Figure 1. Violation of the non overlapping constraint for usual curve based approaches

�elds to deform the template cannot garantee the invertibility of the induced mapping and for

instance loops can appear along the boundary. Even if this can be �xed with various way, we

argue that considering the deformation itself as the variable instead of the displacement �eld

Id leads to a more natural geometrical framework. At �rst glance, the overhead of such

an approach may look too be high since such s live in a in�nite dimensional manifold when the

displacement �eld live in a more amenable vector space. Our �rst response is that the s of are

in fact de�ned as the solutions at time 1 of �ow equations

Id (6)

where at each time , belong to a vector space of vactor �eld on the ambient space. To be slighly

more precise, let assume that the ambient space is a bounded open domain with smooth boundary

Fig. 7.2 – Violation of the non overlapping constraint for usual curve based approaches
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Another issue in the context of large deformations is that smoothness constraints acting
only on the displacement fields (point displacements from the initial configuration to the
deformed one) cannot guarantee the invertibility of the induced mapping, creating, for
instance, loops along the boundary. Even if there may be ad hoc solutions to fix this (like
penalties on the Jacobian, [20]), we argue that considering the deformation itself φ as the
variable instead of linearizing with respect to the displacement field u = Id− φ leads to a
more natural geometrical framework. There is a high overhead in such an approach, since
such φs live in an infinite dimensional manifold whereas the displacement fields live in a
more amenable vector space. However, this turns out to be manageable, if one chooses
a computational definition of diffeomorphisms in G as the solutions at time 1 of flow
equations

∂φ

∂t
= ut ◦ φt, φ0 = id (7.3)

where at each time t, ut belongs to a vector space of vector fields on the ambient space.
To be slighly more precise, assume that the ambient space is a bounded open domain
with smooth boundary Ω ⊂ R2 and that V is a Hilbert space of vector fields continously
embedded in Cp

0 (Ω,R2) with p ≥ 1. Then, the solution of such flows exists for t ∈ [0, 1] for
any time-dependent vector field u ∈ L2([0, 1], V ) ([22]) and we can define for any t ∈ [0, 1],
the flow mapping

u→ φut , u ∈ L2([0, 1], V ). (7.4)

We finally define G as
G = { φu1 | u ∈ L2([0, 1], V ) }, (7.5)

which is a subgroup of the C1 diffeomorphisms on Ω. In the following, we will use the
notation H1 = L2([0, 1], V ). This is the basic Hilbert space on which the optimization is
performed : any problem involving a diffeomorphism as its variable can be formulated as
a problem over H1 through the onto map u 7→ φu1 . In our setting, the regulatization term
R(φ) is taken as a squared geodesic distance between φ and id on G, this distance being
defined by

dG(φ, φ′)2 = inf

{∫ 1

0

|ut|2V dt | u ∈ H1, φ
u
1 ◦ φ = φ′

}
. (7.6)

The variational problem (7.2) becomes

u∗ = argminu∈H1

(∫ 1

0

|ut|2V dt+ g(φu1(Stemp), Starg)

)
(7.7)

Note that the reformulation of the problem from an infinite dimensional manifold to a
Hilbert space comes at the cost of adding a new (time) dimension. One can certainly be
concerned by the fact that the initial problem which was essentially matching 1D shape
outlines, has become a problem formulated in term of time-dependent vector fields on Ω.
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However, this expansion from 1D to 3D is only apparent. An optimal solution u∗ ∈ H1

minimizes the kinetic energy
∫ 1

0
|ut|2V dt over the set of {u ∈ H1 : φu∗1 = φu1} (for such u, the

data term stays unchanged). This means that t → φu∗t is a geodesic path from id to φu∗1 ,
so that t→ u∗,t satisfies an evolution equation which allows the whole trajectory and the
final φ∗ = φu∗1 to be reconstructed from inital data u∗,0 ∈ V . Moreover, the main result in
this paper shows that this initial data can in turn be put into a form u∗,0 = Kp∗,0 where
K is a known kernel operator and p∗,0 is a bounded normal vector field on the boundary
of Stemp , reducing the problem to its initial dimension.

Let us summarize this discussion : comparing shapes via a region based approach and
global action of non rigid deformations of the ambient space is natural for modelling de-
formations of non-rigid objects. The estimation of large deformations challenges the usual
linearized approaches in terms of dense displacement fields. The large deformation ap-
proach via the φ variable, more natural but apparently more complex has in fact potentially
the same coding complexity : a normal vector field p∗,0 on the ∂Stemp from which the optimal
φ∗ and thus the deformed template shape φ∗(Sa) can be reconstructed.

7.3 Optimal matching and geodesic shooting for shapes

7.3.1 Hypotheses on the compared shapes

The compared shapes Stemp and Starg are assumed to correspond to the following class
of Jordan shapes. We let T be the unit 1D torus T = [0, 1]{0=1}.

Définition 18 (Jordan Shapes) Let k ≥ 1 be a positive integer.

1. We say that γ is a non stopping piecewise Ck Jordan curve in Ω if γ ∈ C(T,Ω), γ is
non self-intersecting and there exists a subdivision 0 = s0 < s1 < · · · < sn = 1 of T

such that the restriction γ|[si,si+1] is in Ck([si, si+1],R2) on each interval and γ′(s) 6= 0

for any si < s < si+1. Such a subdivision will be called an admissible subdivision for
γ. We denote Ckp (Ω), the set of non stopping piecewise Ck Jordan curves in Ω.

2. Let Sk(Ω) be the set of all subset Sγ where Sγ is the interior (the unique bounded
connected component of R2 \ γ(T)) of γ ∈ Ckp (Ω).

Introducing a parametrization γ of the boundary of a Jordan shape S (S = Sγ), and
considering the action of φ on curves 2 defined by

γdef = φ ◦ γ (7.8)

we get
φ(Sγ) = Sφ◦γ , (7.9)

2We check immediately that φ′ ◦ (φ ◦ γ) = (φ′ ◦ φ) ◦ γ so that we have an action.
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so that we can work as well with the curve representation of the boundary of a shape. A
variational problem on Jordan shapes can be translated to a variational problem on Jordan
curves thanks to the γ → Sγ mapping. Conversly, if gc(γ) is a driving matching term in a
variational problem on Jordan curves, this term reduces to a driving matching term in a
variational problem on Jordan shapes if

gc(γ) = gc(γ ◦ ζ) (7.10)

for any C∞ diffeomorphic change of variable ζ : T → T. Such a driving matching term gc
will be called a geometric driving matching term.

7.3.2 Momentum Theorem for differentiable driving matching term

We first study the case of a differentiable gc, in the following sense :

Définition 19 1. Let (γn)n≥0 be a sequence in Ckp (Ω). We say that γn
Ck

p (Ω)
−→ γ∞ is there

exists a common admissible subdivision 0 = s0 < s1 < · · · < sn = 1 of T for all the
γn, n ∈ N ∪ {+∞} such that for any j ≤ k

sup
i,s∈[si,si+1]

| d
j

dsj
(γn − γ∞)| → 0 .

2. We say that Γ : T×]− η, η[ is a smooth perturbation of γ in Ckp (Ω) if

(a) Γ(s, 0) = γ(s), for any s ∈ T,

(b) Γ(., ε) ∈ Ckp (Ω), for any |ε| < η,

(c) there exists an admissible subdivision 0 = s0 < s1 < · · · < sn = 1 of γ such that
for any 0 ≤ i < n, Γ|[si,si+1]×]−η,η[ ∈ Ck,1([si, si+1]×]− η, η[,R2).

3. Let gc : Ckp (Ω) → R and γ ∈ Ckp (Ω). We say that gc is Γ-differentiable (in L2(T,R2)) at
γ if there exists ∂γgc ∈ L2(T,R2) such that for any smooth perturbation Γ in Ckp (Ω) of
γ, q(ε) .

= gc(Γ(., ε)) has a derivative at ε = 0 defined by q′(0) =
∫

T〈∂γgc(s), ∂εΓ(s, 0)〉ds.

Our goal in this section is to prove the following :

Theorem 1 Let p ≥ k ≥ 0 and assume that V is compactly embedded in Cp+1
0 (Ω,R) and

let gc : Ckp (Ω) → R be lower semi-continuous on Ckp (Ω) ie lim inf gc(γn) ≥ gc(γ) for any

sequence γn
Ck

p (Ω)
−→ γ.

1. Let H1 = L2([0, 1], V ). There exists u∗ ∈ H1 such that J(u∗) = minu∈H1 J(u) where

J(u) =

∫ 1

0

|ut|2V dt+ λgc(φ
u
1 ◦ γtemp) .
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2. Assume that gc is Γ-differentiable in Ckp (Ω) at γ∗ = φu∗1 ◦ γtemp. Then, the solution u∗
is in fact in C1([0, 1], V ) and there exists (γt, pt) ∈ Ckp (Ω)× L2(T,R2) such that
(a) γ0 = γtemp, p1 = −λ∂γ∗gc and for any t ∈ [0, 1]

u∗,t(m) =

∫
T

K(m, γt(s))pt(s)ds, γt = φu∗t ◦ γtemp and pt = (dγtφ
u∗
t,1)

∗(p1)

where φus,t = φut ◦ (φus )
−1 and K is the self reproducible kernel associated with V 3

(b) γt and pt are solutions in C1([0, 1], L2(T,R2)) of
∂γ

∂t
= ∂pH(γ, p)

∂p

∂t
= −∂γH(γ, p)

(7.11)

where H(γ, p) =
1

2

∫
tp(y)K(γ(y), γ(x))p(x)dxdy.

Moreover, if k ≥ 1 and gc is geometric, then for any t ∈ [0, 1], the momentum pt is
normal to γt i.e 〈pt(s), ∂sγt(s)〉 = 0 a.e.

Remark 1 Not surprisingly, H can be interpreted as the reduced hamiltonian associated
with the following control problem on L2(T,R), with control variable u ∈ V :

γ̇ = f(γ, u)

γ̇0 = f 0(γ, u)

where f(γ, u) = u(γ(.)) and f 0(γ, u) = 1
2
|u|2V .

7.3.3 Proof

We give in this section a proof of Theorem 1. Let us recall a regularity result we
borrow from ([53]). If V is compactly embedded in Cp+1

0 (Ω,R2), then for any u, h ∈ H1,
Φ : Ω × [−η, η] → R2 defined by Φ(x, ε) = φu+εh1 (x) is a map in Cp,1(Ω × [−η, η],R2).
From it, we deduce easily for u = u∗ and h ∈ H1 that Γ(s, ε)

.
= Φ(γtemp(s), ε) is a smooth

perturbation of γtemp in Ckp (Ω).
Let us denote γ0 = γtemp . The first step is the decomposition of J as G ◦ F where

F : H1 →M with H1 = L2([0, 1], V ), M = R× Ckp (Ω),

F (u) =

(
1

2

∫ 1

0

|ut|2V dt, γu1
)

where γut = φut ◦ γ0 (7.12)

3 We have use the notation dxφu
s,t for the differential at x and (dxφu

s,t)
∗ for the adjoint of dxφu

s,t.
K : Ω × Ω → M2(R) is defined by 〈K(., x)a, v〉V = 〈a, v(x)〉R2 for (a, v) ∈ R2 × V and its existence and
uniqueness are guaranteed by Riesz’s theorem on continuous linear forms in a Hilbert space.
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and G : M → R is given by
G(x, γ) = x+ λgc(γ) (7.13)

so that

J(u) = G ◦ F (u) =
1

2

∫ 1

0

|ut|2V dt+ λgc(γ) . (7.14)

With this decomposition, we emphasize with F that we have an underlying curve evo-
lution structure and G appears has a terminal cost in a optimal control point of view
[55].

Point (1) of Theorem 1 follows from the strong continuity of the mapping u → φu1 for
the weak convergence in H1 [53] : if un ⇀ u in H1, then φun

1 → φu1 in Cp(Ω,R2) so that

γn
Ck

p (Ω)
−→ γ where γn = φun

1 ◦ γ0 and γ = φu1 ◦ γ0. Using the lower semicontinuity property
of gc for the convergence in Ckp (Ω) and the lower semi-continuity of 1

2

∫ 1

0
|ut|2V dt for weak

convergence in H1, we deduce that J is lower semi-continuous for the weak convergence
in H1. Thus, the existence of u∗ comes then from standard compactness argument of the
strong balls in H1 for the weak topology.

Point (2) of Theorem 1 : We deduce from ([53]) that for any h ∈ H1, F admits a
Gâteaux derivative in H2 = R× L2(T,R2) in the direction h , denoted ∂uF (h), and given
by

∂uF (h) = lim
ε→0

1

ε
(F (u+ εh)− F (u)) = (

∫ 1

0

〈ut, ht〉dt, vh ◦ γu1 ) (7.15)

where γu1 = φu1 ◦ γ0 and

vh =

∫
dφu

1,t
φut,1ht ◦ φu1,tdt . (7.16)

Considering u = u∗, η > 0, |ε| < η and Γ(s, ε) = γu∗+εh1 (s), Γ is a smooth perturbation of
γ∗ = γu∗1 so that if Q(ε) = J(u∗ + εh) = 1

2

∫ 1

0
|u∗,t + εht|2V dt+ λq(ε), we get

Q′(0) =

∫ 1

0

〈u∗,t, ht〉dt+ λ

∫
T
〈∂γ∗gc(s), ∂εΓ(s, 0)〉ds

=

∫ 1

0

〈u∗,t, ht〉dt+ λ

∫
T
〈∂γ∗gc(s), vh ◦ γu∗1 〉ds

Using (7.16), we deduce that∫
T
〈∂γ∗gc(s), vh ◦ γu∗1 〉ds =

∫ 1

0

∫
T
〈(dγtφ

u∗
t,1)

∗(∂γ∗gc(s)), ht(γ
u∗
t (s)〉dsdt .

Hence, introducing pt(s) = −λ(dγtφ
u∗
t,1)

∗(∂γ∗gc(s)), we get

Q′(0) =

∫ 1

0

〈
u∗,t −

∫
T
K(., γu∗t (s))pt(s)ds , ht

〉
V

dt .
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Since J(u∗) is the minimum of J , Q′(0) = 0 for any h ∈ H1 and we have

u∗,t(m) =

∫
T
K(m, γu∗t (s))pt(s)ds .

Since, t → φu∗t (resp. t → dφu∗t ) is a continuous path in C1(Ω,Ω) (resp. in C(Ω,Ω)), as
soon a V is compactly embedded in C1

0(Ω,R2) [53], we deduce that t → γu∗t is continous
in C(T,Ω), t→ pt in L2(T,R2) and t→ u∗,t in V . Thus, (2a) is proved.

The part (2b) is straighforward : Let us denote γt = γu∗t . We first check that

u∗,t(γt) = ∂ptH(γt, pt)

so that ∂γt

∂t
(s) = ut,∗(γt(s)) = ∂ptH(γt, pt). Now, from

pt(s) = −(dγtφ
u∗
t,1)

∗(∂γ∗gc(s)) = (dγtφ
u∗
t,1)

∗(p1(s))

we get
∂pt
∂t

(s) =
∂(dγtφ

u∗
t,1)

∗

∂t
(p1(s)) = −(dγt(s)ut)

∗(pt(s))

Since V is continuously embedded in C1
0(Ω,R2), the kernel K is in C1

0(Ω×Ω,M2(R)) and

dmu∗,t =

∫
T
∂mK(m, γt(s

′))pt(s
′)ds′

so that

(dγt(s)ut)
∗(pt(s)) =

∫
T

tpt(s)∂γt(s)K(γt(s), γt(s
′))pt(s

′)ds′ = ∂γtH(γt, pt) .

Now, from the previous expression of ∂γt

∂t
and ∂pt

∂t
, one deduce easily that t→ γt and t→ pt

belongs to C1([0, 1], L2([0, 1],R2)).
The last thing to be proved is the normality of the momentum for geometric driving

matching terms. Indeed, let α ∈ C∞(T,R) such that α(si) = 0 for any 0 ≤ i < n where
0 = s0 < · · · < sn = 1 is an admissible subdivision for γ∗. Let ζ(s, ε) be the flow defined
for any s ∈ T by ζ(s, 0) = s and

∂εζ(s, ε) = α(ζ(s, ε)) .

Obviously the flow is defined for ε ∈ R and ζ ∈ C∞(T×R,T) and satisfies ζ(si, ε) = si for
any 0 ≤ i ≤ n so that Γ(s, ε) = γ∗(ζ(s, ε)) is a smooth perturbation in Ckp (Ω) of γ∗. Since
gc is geometric, gc(Γ(., ε)) ≡ gc(γ∗) so that∫

T
〈∂γ∗gc(s), ∂εΓ(s, 0)〉ds =

∫
T
〈∂γ∗gc(s), ∂sγ∗(s)α(s)〉ds = 0

Considering all the possible choice for α, we deduce that 〈∂γ∗gc(s), ∂sγ∗(s)〉 = 0 a.e. so that
〈p1(s), ∂sγ∗(s)〉 = 0 a.e. Since pt(s) = (dγtφ

u∗
t,1)

∗(p1(s)), we get

〈pt(s), ∂sγt(s)〉 = 〈p1(s), dγtφ
u∗
t,1(∂sγt(s))〉 = 〈p1(s), ∂sγ∗(s)〉

so that 〈pt(s), ∂sγt(s)〉 = 0 a.e.
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7.4 Application to measure based matching

7.4.1 Measure matching

We present here a first application of Theorem (1) for shape matching. This is a parti-
cular case of a more general framework introduced in [26] for measure matching.

Let Ms(Ω) be the set of signed measures on Ω and consider I, a Hilbert space of func-
tions on Ω, such that I is continously embedded in Cb(Ω,R) the set of bounded continuous
functions. Since Ms(Ω) is the dual of Cb(Ω,R) and I

cont.
↪→ Cb(Ω,R), we have Ms(Ω)

cont.
↪→ I∗

where I∗ is the dual of I. Define the action of diffeomorphisms on I∗, (φ, µ) → φ.µ, by
(φ.mu, f) = (µ, f ◦ φ), which, in the case when µ is a measure, yields

(φ.µ, f)
.
=

∫
fd(φ.µ) =

∫
f ◦ φ dµ, ∀f ∈ I ⊂ Cb(Ω,R).

The dual norm on I∗ provides a nice way to compare two signed measures µ and ν :

|µ|I∗ = sup
f∈I,|f |I≤1

∫
Ω

fdµ.

Introduce the self-reproducible kernel (x, y) 7→ kI(x, y) on I, which is such that, for f ∈ I
and x ∈ Ω,

f(x) = 〈f, kI(x)〉I
with kI(x) : y 7→ kI(x, y). We have

〈µ, ν〉I∗ =

∫
Ω×Ω

kI(x, y)dµ(x)dν(y). (7.17)

Indeed, ∫
Ω

f(x)dµ(x) =

∫
Ω

〈f, kI(x)〉I dµ(x) =

〈
f,

∫
Ω

kI(x, .)dµ(x)

〉
I

which is maximized for f(y) = 1
C

∫
Ω
kI(x, y)dµ(x) with

C =

∣∣∣∣∫
Ω

kI(., x)dµ(x)

∣∣∣∣
I

so that |µ|I∗ = C. Now, we have

C2 =

∫
Ω

∫
Ω

〈kI(x), kI(y)〉Idµ(x)dµ(y) =

∫
Ω

∫
Ω

kI(x, y)dµ(x)dµ(y)

from the properties of a reproducible kernel. This proves (7.17).
Coming back to the shape matching problem, for any curve γ : T → R2, we define

µγ ∈Ms(Ω) by ∫
Ω

fdµγ =

∫
T
f ◦ γ(s)ds .
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When S is a Jordan shape and γ is a parametrization with constant speed, µγ is a uniform
measure on ∂S (a probability measure if properly normalized). More generally, given a
compact submanifold M of dimension k, one can associate with M the uniform probability
measure denoted µM . This measure framework is useful also to represent finite union of
submanifolds of different dimensions or more irregular structures (see [26]). Moreover, this
allows various approximation schemes since for any reasonable sampling process over the
manifoldM , µn = 1

n

∑n
i=1 δxi

→ µM . We focus on the simple case of 2D shape modeling but
instead of working with the approximation scheme µn = 1

n

∑n
i=1 δxi

(by uniform sampling
on the curve) we will work with a continuous representation as a 1D measure µγ where
S = Sγ. We introduce as in [26] the following energy :

J(u)
.
=

1

2

∫ 1

0

|ut|V dt+
λ

2
|φu1 .µ∂Stemp − µ∂Starg |2I∗

=
1

2

∫ 1

0

|vt|V dt+
λ

2
|φu1 .µγtemp − µγtarg |2I∗

where γtemp (resp. γtarg) is a constant speed parametrization of Stemp (resp. Starg).
Note that for any f ∈ I,∫

fd(φ.µγ) =

∫
f ◦ φdµγ =

∫
f ◦ φ ◦ γds =

∫
fd(µφ◦γ)

so that, with

gc(γ) =
1

2
|µγ − µγtarg |2I∗ ,

minimizing J is a variational problem which is covered by Theorem 1. It is clear that gc
is not geometric since, in general, µγ◦ζ 6= µγ for a change of variable ζ : T → T. However,
this approach provides a powerful matching algorithm between unlabelled sets of points
and submanifolds.

Let p ≥ k ≥ 0 and consider Γ a smooth perturbation of a curve γ ∈ Ckp (Ω). Then if
v(s) = ∂εΓ(s, 0) and q(ε) = gc(Γ(., ε)) we get immediately

q′(0) =

∫
T×T

〈
∂γ(s)kI(γ(s), γ(s

′))− ∂γ(s)kI(γ(s), γtarg(s
′), v(s))

〉
dsds′

giving

∂γgc(s) =

∫
T

(
∂γ(s)kI(γ(s), γ(s

′))− ∂γ(s)kI(γ(s), γtarg(s
′))
)
ds′

Theorem 1 can therefore be directy applied, yielding

Theorem 2 Let p ≥ k ≥ 0 and assume that V is compactly embedded in Cp+1
0 (Ω,R). Let I

be a Hilbert space of real valued functions on Ω and assume that I is continuously embedded
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in Ck(Ω,R). Let Stemp and Starg be two Jordan shapes in Sk(Ω). Then the conclusions of
theorem 1 are true, with

p1(s) = −λ∂γ1gc(s) =

∫
T

(
∂γ1(s)kI(γ1(s), γtarg(s

′))− ∂γ1(s)kI(γ1(s), γ1(s
′))
)
ds′

From theorem 1, we have pt = (dγtφ
u∗
t,1)

∗(p1), and since p ≥ k, inherits the smoothness
properties of p1. Now, if 0 ≤ s0 < · · · < sn = 1 is an admissible partition of γtemp (ie Stemp

has a Ck boundary except at a finite number γtemp(s0), · · · , γtemp(sn) of possible “corners”)
then p1 is continuous and p1 restricted to [si, si+1] is Ck, and this conclusion is true also
for all pt.

7.4.2 Geometric measure-based matching

As said before, the previous formulation is not geometric and in particular, µγ∗ is not
generally the uniform measure on S∗ = φu∗1 (Stemp) ie µγ∗ 6= µS∗ . If we want to consider a
geometric action, we can propose a new data term, derived from the previous one, which
is now fully geometric

gc(γ) =
1

2
|µ∂Sγ − µ∂Starg |2I∗

or equivalently

gc(γ) =
1

2

∫
T×T

kI(γ(s), γ(r)) |γ′(s)| |γ′(r)| dsdr

+
1

2

∫
T×T

kI(γtarg(s), γtarg(r)) |γtarg
′(s)| |γtarg

′(r)| dsdr

−
∫

T×T
kI(γ(s), γtarg(r)) |γ′(s)| |γtarg

′(r)| dsdr (7.18)

The main difference from the previous non geometric matching term is the introduction of
speed of γ and γtarg in the integrals (with the notation γ′(s) = ∂sγ(s)).

The derivative of gc(γ) under a smooth perturbation Γ of γ in Ckp (Ω) for k ≥ 2 can be
computed. Note first that for γ ∈ Ckp (Ω) and k ≥ 2, we can define for any s ∈ T\{s0, · · · , sn}
(where 0 = s0 < · · · < sn = 1 is an admissible subdivision of γ), the Frenet frame (τs, ns)

along the curve, and the curvature κs. In the following we will use the relations γ′(s) =

|γ′(s)|τs and ∂sτs = κs|γ′(s)|ns. Let Γ be a smooth perturbation of γ in Ckp (Ω) for k ≥ 2. As
previously, we will note v(s) = ∂εΓ(s, 0). Since Γ is C1, we have ∂sv(s) = ∂ε(γ

′(s, ε))|ε=0.
Then, if q(ε) = gc(Γ(., ε)), assuming that kI ∈ C1(Ω× Ω,R),

q′(0) =

∫
T×T

[〈
∂γ(s)kI(γ(s), γ(r)), v(s)

〉
|γ′(s)|+ kI(γ(s), γ(r)) 〈τs, ∂sv(s)〉

]
|γ′(r)| dsdr

−
∫

T×T

[〈
∂γ(s)kI(γ(s), γtarg(r)), v(s)

〉
|γ′(s)|+ kI(γ(s), γtarg(r)) 〈τs, ∂sv(s)〉

]
|γtarg

′(r)| dsdr.

(7.19)



Chapitre 7. Hamiltonian flows of curves 139

Consider the term
∫

T kI(γ(s), γ(r)) 〈τs, ∂sv(s)〉 ds. Integrating by parts on each [si, si+1]

yields∫
T
kI(γ(s), γ(r)) 〈τs, ∂sv(s)〉 ds =

n∑
i=0

kI(γ(si), γ(r)) 〈−δτi, v(si)〉

−
∫

T

〈[〈
∂γ(s)kI(γ(s), γ(r)), τ(s)

〉
τs + kI(γ(s), γ(r)) κsns

]
, v(s)

〉
|γ′(s)| ds, (7.20)

where δτi = lim
r→0

τsi+r− lim
r→0

τsi−r. Since we have allowed corners in our model of shapes, the
boundary terms of the integration do not vanish, and consequently gc is not Γ-differentiable,
unless we allow singular terms (Dirac measures) in the gradient, which is possible but will
not be addressed here. In the case of smooth curves, the singular terms cancel and we have

Theorem 3 Let p ≥ k ≥ 2 and assume V
comp.
↪→ Cp+1

0 (Ω,R) and I
cont.
↪→ Ck(Ω,R). Let Stemp

and Starg be two Ck Jordan shapes. Then, the conclusions of theorem 1 are valid for

J(u) =
1

2

∫ 1

0

|ut|2V dt+
λ

2
|µ∂Sγ − µ∂Starg|2I∗

with

p1(s) = −λ
[∫

T

[〈
∂γ1(s)kI(γ1(s), γ1(r)), ns

〉
− kI(γ1(s), γ1(r)) κs

]
|γ′1(r)| dr

−
∫

T

[〈
∂γ1(s)kI(γ1(s), γtarg(r)), ns

〉
− kI(γ1(s), γtarg(r)) κs

]
|γtarg

′(r)| dr
]
|γ′1(s)| ns.

(7.21)

Moreover, pt is at all times normal to the boundary of γt.

The normality of pt at all times is a direct consequence of theorem 1, but can be seen
directly from the fact that p1 is normal to γ1 and from the equations pt = (dγtφ

u∗
t,1)

∗(p1)

and γt = φ1,t(γ1).

7.4.3 Current-based matching

The driving term can be modified to tackle with the singularity issues previously en-
countered. Define

gc(γ) =
1

2

∫
T×T

kI(γ(s), γ(r)) 〈γ′(s), γ′(r)〉 dsdr

+
1

2

∫
T×T

kI(γtarg(s), γtarg(r)) 〈γtarg
′(s), γtarg

′(r)〉 dsdr

−
∫

T×T
kI(γ(s), γtarg(r)) 〈γ′(s), γtarg

′(r)〉 dsdr, (7.22)



140 7.4. Application to measure based matching

i.e. we replace products of scalar velocities by dot products of vector velocities. This for-
mulation is also geometric and correspond actually to one-dimensional current matching,
as defined in chapter 5. Indeed, given a curve γ, the associated current −→µ γ satisfies, for
any continuous 1-form ω (see (5.3)) :

〈−→µ γ|ω〉 =

∫
T
ω(γ(s))(ns) |γ′(s)|ds,

since |γ′(s)|ds is the lenght element along the curve. Now, following the notations of chapter
5, consider the Hilbert space W of differential forms given by the scalar reproducing kernel
kI , i.e. kW (x, y) : η 7→ kI(x, y)η. The dual norm ‖−→µ γ‖W ∗ is then given by

‖−→µ γ‖2
W ∗ =

∫
T×T

kI(γ(s), γ(r)) 〈ns, nr〉 |γ′(s)||γ′(r)|dsdr

=

∫
T×T

kI(γ(s), γ(r)) 〈γ′(s), γ′(r)〉 dsdr.

Therefore, in this setting, our new expression (7.22) is exactly the data attachment term
of current matching :

gc(γ) =
1

2
‖−→µ γ −−→µ γtarg‖2

W ∗ .

Let Γ be a smooth perturbation of γ in Ckp (Ω) for k ≥ 1, and denote v(s) = ∂εΓ(s, 0)

and q(ε) = gc(Γ(., ε) as before. We have

q′(0) =

∫
T×T

[〈
∂γ(s)kI(γ(s), γ(r)), v(s)

〉
〈γ′(s), γ′(r)〉

+ kI(γ(s), γ(r)) 〈∂sv(s), γ′(r)〉] dsdr

−
∫

T×T

[〈
∂γ(s)kI(γ(s), γtarg(r)), v(s)

〉
〈γ′(s), γtarg

′(r)〉

+ kI(γ(s), γtarg(r)) 〈∂sv(s), γtarg
′(r)〉] dsdr (7.23)

Integrating by parts on each [si, si+1] the second part of each integral,

q′(0) =

∫
T×T

[〈
∂γ(s)kI(γ(s), γ(r)), v(s)

〉
〈γ′(s), γ′(r)〉

−
〈
∂γ(s)kI(γ(s), γ(r)), γ

′(s)
〉
〈v(s), γ′(r)〉

]
dsdr

−
∫

T×T

[〈
∂γ(s)kI(γ(s), γtarg(r)), v(s)

〉
〈γ′(s), γtarg

′(r)〉

−
〈
∂γ(s)kI(γ(s), γtarg(r)), γ

′(s)
〉
〈v(s), γtarg

′(r)〉
]
dsdr. (7.24)
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Hence in this case we get a Γ-derivative

∂γgc(s) =

∫
T

[
〈γ′(s), γ′(r)〉 ∂γ(s)kI(γ(s), γ(r))−

〈
∂γ(s)kI(γ(s), γ(r)), γ

′(s)
〉
γ′(r)

]
dr

−
∫

T

[
〈γ′(s), γtarg

′(r)〉 ∂γ(s)kI(γ(s), γtarg(r))−
〈
∂γ(s)kI(γ(s), γtarg(r)), γ

′(s)
〉
γtarg

′(r)
]
dr.

(7.25)

As expected, this can be rewritten to get an expression which is purely normal to the curve
γ. Indeed,

∂γgc(s) =

[∫
T

〈
nr, ∂γ(s)kI(γ(s), γ(r))

〉
|γ′(r)| dr

−
∫

T

〈
ntargr , ∂γ(s)kI(γ(s), γtarg(r))

〉
|γtarg

′(r)| dr
]
|γ′(s)| ns. (7.26)

This implies

Theorem 4 Let p ≥ k ≥ 1 and assume V
comp.
↪→ Cp

0 (Ω,R) and I
cont.
↪→ Ck(Ω,R). Let Stemp

and Starg be two Jordan shapes in Sk(Ω). Then the conclusions of theorem 1 hold for

J(u) =
1

2

∫ 1

0

|ut|2V dt+
λ

2
|−→µ φu

1◦γtemp −−→µ γtarg|2I∗

with

p1(s) = −λ
[∫

T

〈
nr, ∂γ1(s)kI(γ1(s), γ1(r))

〉
|γ′1(r)| dr

−
∫

T

〈
ntargr , ∂γ1(s)kI(γ1(s), γtarg(r))

〉
|γtarg

′(r)| dr
]
|γ′1(s)| ns. (7.27)

Moreover, pt is at all times normal to the boundary of γt, continuous and Ck−1 on any
interval on which γtemp is Ck.

7.5 Application to shape matching via binary images

7.5.1 Shape matching via binary images

An other natural way to build a geometric driving matching term is to consider, for
any shape S, the binary image χS such that χS(m) = 1 if m ∈ S and 0 otherwise. Then
the usual L2 matching term between images (

∫
Ω
(Itemp ◦ φ−1 − Itarg)

2dm) leads to the area
of the set symmetric difference

∫
Ω
|χφ(Stemp) − χStarg |dm. Introducing

gc(γ) =

∫
Ω

|χSγ − χStarg |dm
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we get an obviously geometric driving matching term leading to the definition of

J(u) =

∫ 1

0

|ut|2V dt+ λ

∫
Ω

|χSγu
1
− χStarg |dm .

where γu1 = φu1 ◦ γtemp . The problem of diffeomorphic image matching has been quite
extensively studied in the case of sufficiently smooth images in ([37], [53], [8]). It has been
proved that the momentum, p0, is a function defined on Ω of the form p0 = α∇Itemp , where
α = |dφu∗0,1|(Itemp − Itarg ◦ φu∗0,1) ∈ L2(Ω,R). This particular expression α∇Itemp shows that
the momentum is normal to the level sets of the template image, and vanishes on regions
over which Itemp is constant. (This property is conserved over time for the deformed images
It. This is what we called the normal momentum constraint [38].) In the case of binary
images, we lose the smoothness property since ∇Itemp is singular and much less was known
except that the momentum is a distribution whose support is concentrated on the boundary
of Stemp . We show in this section that this distribution is as simple as it could be, and is
essentially an L2 function on the boundary of the template, or using a parametrization
(and with a slight abuse of notation), an element of p0 ∈ L2(T,R2) which is everywhere
normal to the boundary.

The main idea is to proceed like in Theorem 1, but we here have to deal with the fact
that gc is not Γ-differentiable in Ckp (Ω) (but it is lower semi-continuous for k ≥ 1). We need
to introduce for this the weaker notion of Γ-semi-differentiability and a proper extension
of Theorem 1.

7.5.2 Momentum Theorem for semi-differentiable driving matching
term

We start with the definition of the Γ-semi-differentiability.

Définition 20 Let gc : Ckp (Ω) → R and γ ∈ Ckp (Ω). We say that gc is Γ-semi differentiable
at γ if for any smooth perturbation Γ in Ckp (Ω) of γ, q(ε) .

= gc(Γ(., ε)) has a right derivative
at ε = 0. We say that gc has Γ-semi-derivatives upper bounded by B if B is a bounded
subset of L2(T,R2) such that for any smooth perturbation Γ in Ckp (Ω) of γ, there exists
b ∈ B such that

q′(0+) ≤
∫

T
〈b(s), ∂εΓ(s, 0)〉ds .

Under this weaker condition, we can prove the following extension of Theorem 1 :

Theorem 5 Let p ≥ k ≥ 0 and assume that V is compactly embedded in Cp+1
0 (Ω,R) and

let gc : Ckp (Ω) → R be lower semi-continuous on Ckp (Ω) ie lim inf gc(γn) ≥ gc(γ) for any

sequence γn
Ck

p (Ω)
−→ γ.
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1. Let H1 = L2([0, 1], V ). There exists u∗ ∈ H1 such that J(u∗) = minu∈H1 J(u) where

J(u) =

∫ 1

0

|ut|2V dt+ λgc(φ
u
1 ◦ γtemp) .

2. Assume that gc is Γ-semi-differentiable in Ckp (Ω) at γ∗ = φu∗1 ◦ γtemp with Γ-semi-
derivative upper bounded by B ⊂ L2(T,R2). Then, the solution u∗ is in fact in
C1([0, 1], V ) and there exist (γt, pt) ∈ Ckp (Ω)× L2(T,R2) such that

(a) γ0 = γtemp, p1 = −λb with b ∈ conv(B) and for any t ∈ [0, 1]

u∗,t(m) =

∫
T

K(m, γt(s))pt(s)ds, γt = φu∗t ◦ γtemp and pt = (dγtφ
u∗
t,1)

∗(p1)

where φus,t = φut ◦ (φus )
−1 and K is the reproducible kernel associated with V .

(b) γt and pt are solutions in C1([0, 1], L2(T,R2)) of
∂γ
∂t

= ∂pH(γ, p)

∂p
∂t

= −∂γH(γ, p)

(7.28)

where H(γ, p) = 1
2

∫ tp(y)K(γ(y), γ(x))p(x)dxdy.

Proof (Theorem 5) The proof of the Theorem 5 follows closely the lines of the proof of
Theorem 1. In particular, introduce F and G as in equations (7.12) and (7.13), and for
u ∈ H1, consider ∂uF defined by (7.15) and (7.16). We focus on the proof of point (2), since
point (1) does not differ from Theorem 1. Let h ∈ H1 , η > 0, |ε| < η and Γ(s, ε) = γu∗+εh1 (s)

where γut = φut ◦ γtemp . The mapping Γ is a smooth perturbation of γ∗ = γu∗1 in Ckp (Ω) and
if Q(ε) = J(u∗ + εh) = 1

2

∫ 1

0
|u∗,t + εht|2V dt+ λq(ε) where q(ε) .

= gc(Γ(., ε)), we deduce from
the hypothesis that there exists b ∈ B such that

Q′(0+) ≤
∫ 1

0

〈ut, ht〉dt+

∫
T
〈b(s), ∂εΓ(s, 0)〉ds = 〈∂u∗F (h), b〉H2

where H2 = R× L2(T,R2) and b = (1, b). We need now the following lemma :

Lemma 1 Let F : H1 → M and G : M → R ∪ {+∞} be two mappings where H1 is a
separable Hilbert space. Let us assume the following :

(H1) There exists u∗ ∈ H1 such that

G ◦ F (u∗) = inf
u∈H1

G ◦ F (u) < +∞ .
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(H2) There exists a linear mapping, denoted ∂u∗F : H1 → H2 where H2 is a separable
Hilbert space and a bounded subset D ⊂ H2 such that for any h ∈ H1 there exists
p ∈ D such that

(G ◦ F )′(u∗ + 0h) ≤ 〈b, ∂u∗Fh〉 (7.29)

Then, there exists b∗ ∈ conv(D), the closure in H2 of the convex hull of D, such that for
any h ∈ H1

〈b∗, ∂u∗Fh〉 = 0 . (7.30)

Proof Let Ẽ be the closure in H2 of the linear space ∂u∗F (H1) and π the orthogonal
projection on Ẽ. Now, let C = conv(D). From (H2), we get that C is a non-empty bounded
closed convex subset of H2 so that we deduce from corollary III.19 in [12] that C is weakly
compact. Now, π is continuous for the weak topology so that C̃ = π(C) is weakly compact
and thus strongly closed. From the projection theorem on closed non-empty convex subsets
of an Hilbert space (Theorem V2 in [12]), we deduce that there exist b̃∗ ∈ C̃ such that
|b̃∗| = inf b̃∈C̃ |b̃| and 〈b̃∗, b̃− b̃∗〉 ≥ 0 for any b̃ ∈ C̃. Considering b∗ ∈ C such that π(b∗) = b̃∗
we deduce eventually that for any b ∈ C,

|b̃∗|2 = 〈b̃∗, b∗〉 ≤ 〈b̃∗, b〉 . (7.31)

Assume that b̃∗ 6= 0, and let h ∈ H1 such that |b̃∗ + ∂u∗Fh| ≤ |b̃∗|2/2M where
supb∈C |b| ≤M <∞. From (H2), there exists b ∈ C such that

(G ◦ F )′(u∗ + 0h) ≤ 〈b, ∂u∗Fh〉 ≤ (|b̃∗|2/2− 〈b, b̃∗〉)

so that using (7.31), we get

(G ◦ F )′(u∗ + 0h) ≤ −|b̃∗|2/2 < 0

which is in contradiction with (H1).
Hence b̃∗ = 0 and b∗ is orthogonal to Ẽ which gives the result.

�

Using the lemma, we deduce that there exists b ∈ B such that for any h ∈ H1,∫ 1

0

〈u∗,t, ht〉V dt+ λ

∫
T
〈b(s), vh(γ(s))〉ds = 0

where
vh =

∫
dφu∗

1,t
φu∗t,1ht ◦ φu∗1,tdt .

Denoting pt(s) = −λ(dγt(s)φ
u∗
t,1)

∗(b(s)), we get eventually for any h ∈ H1∫ 1

0

〈u∗,t −
∫

T
K(., γu∗t (s))pt(s)ds, ht〉V dt = 0 .
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so that
u∗,t(m) =

∫
T
K(m, γu∗t (s))pt(s)ds . (7.32)

Given this representation of u∗,t the remaining of the proof of Theorem 5 is identical to
Theorem 1.

�

7.5.3 Momentum description for shape matching via binary images

Coming back to the case of the driving matching term gc defined by

gc(γ) =

∫
Ω

|χSγ − χStarg |dm ,

the Γ-semi-differentiability is given in the following proposition :

Proposition 37 Let p ≥ k ≥ 1 and assume that V is compactly embedded in Cp+1
0 (Ω,R).

Let Starg be a Jordan shape in Ckp (Ω) and gc : Ckp (Ω) → R such that

gc(γ) =

∫
Ω

|χSγ − χStarg|dm .

Let γ1 ∈ Ckp (Ω) be positively oriented. Denote T0 = { s ∈ T | γ1(s) /∈ ∂Starg } and
T+ = { s ∈ T \ T0| ntarg(γ1(s)) and n1(γ1(s)) exist and n1(γ1(s)) = ntarg(γ1(s) }), n1 and
ntarg being the outwards normals to the boundaries of Sγ1 and Starg (which are well-defined
except at a finite number of locations).

Then, gc is Γ-semi-differentiable at γ1 and for any smooth perturbation Γ of γ1 in Ckp (Ω),
if q(ε) = gc(Γ(., ε)), we have

q′(0+) ≤
∫

T0

(1− 2χStarg(γ1(s))〈∂εΓ(s, 0), n1(γ1(s))〉|∂sγ1|ds+∫
T+

|〈∂εΓ(s, 0), n1(γ1(s))〉||∂sγ1|ds. (7.33)

Moreover, if B = { b ∈ L2(T,R2) | b(s) = (1 − 2χStarg(γ1(s)))n1(γ1(s)) for γ1(s) /∈
∂Starg and |b(s)| ≤ 1 otherwise }, then the Γ-semi-derivatives of gc at γ1 are upper bounded
by B.

Proof (Proposition 37) Let Γ be a smooth perturbation of γ1 in Ckp (Ω) and let v(s) =

∂εΓ(s, 0). Denote for any ε ∈]− η, η[, Sε = SΓ(.,ε), S ′ε = Ω \ Sε so that S0 = Sγ1 and∫
Ω

|χSε − χStarg |dm =

∫
Sε

|1− χStarg |dm+

∫
S′ε

|0− χStarg |dm =

∫
Sε

(1− 2χStarg )dm+ Cst
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The proof relies on the following remark : for any bounded measurable function f on
Ω, we have :∫

Sε

f(m)dm−
∫
S0

f(m)dm =

∫ ε

0

∫
T
f ◦ Γ(s, α)|∂αΓ, ∂sΓ|(s, α)dsdα

where |a, b| denotes det(a, b) for a, b ∈ R2. If Γ is C1 and f is smooth, one can assume that
there exists a diffeomorphism φε such that φ0 = id and for Γ(s, ε) = φε(Γ(s, 0)) in which
case the result is a consequence of the divergence theorem ([18]). The general case can be
derived by density arguments that we skip to avoid technicalities.

Denote, for any a,m ∈ R2,

χaStarg
(m) = lim sup

t→0,t>0
χStarg (m+ ta)

Since Starg ∈ Sk(Ω), we can define nm, the outwards normal to the boundary of Starg

everywhere except in a finite number of locations and we get immediately that χaStarg
(m) =

χStarg (m) for m /∈ ∂Starg and χaStarg
(m) = (1− sgn(〈a, ntarg(m)〉))/2 for 〈a, nm〉 6= 0.

Let T′ = {s ∈ T | γ1(s) ∈ ∂Starg , 〈v(s), ntarg(γ1(s))〉 = 0 }. There can be at most a
finite number of points s ∈ T′ such that 〈∂sγ1, ntarg(γ1(s))〉 6= 0, since this implies that s is
isolated in T′. For all other s ∈ T′, we have 〈∂sγ1, ntarg(γ1(s))〉 = 0 and |v(s), ∂sγ1| = 0 so
that

lim
α→0,α>0

(1− 2χStarg ◦Γ(s, α))|∂αΓ, ∂sΓ|(s, α) = 0 (= (1− 2χ
v(s)
Starg

◦ γ1(s))|v(s), ∂sγ1|) (7.34)

We check easily that if s /∈ T′, then γ1(s) /∈ ∂Starg or γ1(s) ∈ ∂Starg and 〈v(s), ntarg(γ1(s))〉 6=
0, so that

lim
α→0,α>0

(1− 2χStarg ◦ Γ(s, α))|∂αΓ, ∂sΓ|(s, α) = (1− 2χ
v(s)
Starg

◦ γ1(s))|v(s), ∂sγ1| (7.35)

Using the dominated convergence theorem and equations (7.34) and (7.35), we deduce

lim
ε→0,ε>0

1

ε

(∫
Sε

(1− 2χStarg )dm−
∫
S0

(1− 2χStarg )dm

)
=

∫
T
(1− 2χ

v(s)
Starg

◦ γ1(s))|v(s), ∂sγ1|ds

(7.36)
Considering T0, T+ and T− = T \ (T0 ∪ T+) as introduced in Theorem 37 we get

q′(0+) =

∫
T0

(1− 2χStarg (γ1(s)))〈v(s), n1(γ1(s))〉|∂sγ1|ds

+

∫
T+

|〈v(s), n1(γ1(s))〉||∂sγ1|ds−
∫

T−
|〈v(s), n1(γ1(s))〉||∂sγ1|ds (7.37)

which ends the proof of Proposition 37.
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�

Given Proposition 37, we can apply immediatly Theorem 5 and get a precise description
of the initial momentum.

Theorem 6 Let p ≥ k ≥ 1 and assume that V is compactly embedded in Cp+1
0 (Ω,R). Let

Stemp and Starg be two Jordan shapes in Sk(Ω). Then the conclusions of theorem 5 hold for

J(u) =
1

2

∫ 1

0

|ut|2V dt+ λ

∫
Ω

|χSγu
1
− χStarg|dm .

with
p1(s) = λβ1(s)|∂sγ1|n1(s)

where
β1(s) = (2χStarg − 1) ◦ γ1(s) if γ1(s) ∈ Ω \ ∂Starg (7.38)

and |β1(s)| ≤ 1 for all s. Here where n1 is the outwards normal to the boundary ∂Sγ1 (which
is defined everywhere except on a finite number of points).

Proof This is a direct consequence of Proposition 37 and Theorem 5.

�

Using the fact that pt(s) = (dγt(s)φ
u∗
t,1)

∗(p1(s)) a straightforward computation gives

p0(s) = λβ1(s)|dγ0(s)φ
u∗
0,1||∂sγ0|n0

γ0(s),

where n0 is the outwards normal to ∂Stemp . In particular, assuming an arc-length parame-
trization of the boundary of Stemp , we get that the norm of the inital momentum is exactly
equal to the value of the Jacobian of the optimal matching at any location s ∈ T0 (see
Proposition 37) along the boundary.

7.6 Application to driving terms based on a potential

In this section, we consider the case

gc(γ) =

∫
γ

Utarg(x)dx =

∫
T
Utarg(γ(s))|γ′(s)|ds

where Utarg ≥ 0 is a function, depending on the target shape, which vanishes only for
x ∈ ∂Starg, the main example being the distance function Utarg(x) = dist(∂Starg, x).4

However, before dealing specifically with the distance function, we first address the simpler
case of smooth Utarg. We moreover restrict to smooth templates (without corners) to avoid
the introduction of additional singularities. Then, an easy consequence of theorem 1 is

4This can be seen as a form of diffeomorphic active contours since the potential Utarg can obviously
arise from other contexts, for example from the locations of dicontinuities within an image.
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Theorem 7 Let p ≥ k ≥ 2 and assume that V is compactly embedded in Cp+1
0 (Ω,R). Let

Stemp be a C2 Jordan shape and Utarg be a C1 function in R2. Then the conclusions of
theorem 1 hold for

J(u) =
1

2

∫ 1

0

|ut|2V dt+ λ

∫
T
Utarg(γ1(s))|∂sγ1|ds

with
p1 = −λ|γ′1(s)|(∇⊥

γ1(s)Utarg − Utarg(γ1(s))κ1(s)n1(s))

where n1 is the normal to γ1, κ1 is the curvature on γ1 and ∇⊥
γ1(s)Utarg is the normal

component of the gradient of Utarg to γ1.

Proof
The hypothesis on Utarg obviously implies the continuity of gc. Let γ be a C2 curve

and Γ a smooth perturbation of γ. The derivative at 0 of the function q(ε) = gc(Γ(., ε)) is
(letting v(s) = ∂εΓ(s, 0)) :

q′(0) =

∫
T

(〈
∇γ(s)Utarg , v(s)

〉
|γ′1(s)|+ Utarg(γ(s))〈τs , ∂sv〉

)
ds

=

∫
T

(〈
∇γ(s)Utarg −

〈
∇γ(s)Utarg , τs

〉
τs , v(s)

〉
− 〈Utarg(γ(s))κsns , v(s)〉

)
|γ′1(s)|ds

=

∫
T

(〈
∇⊥
γ(s)Utarg , v(s)

〉
− 〈Utarg(γ(s))κsns , v(s)〉

)
|γ′1(s)|ds

where the second equation comes from an integration by parts. This proves theorem 7.

�

Now, consider the case Utarg = dist(∂Starg, .). This function has singularities on ∂Starg
and on the so-called symmetry set, denoted Σ̂targ, which consists in points m ∈ R2 which
have at least two closest points in ∂Starg. Denote

∂Utarg(m+ 0+h)
.
= lim

ε→0,ε>0
(Utarg(m+ εh)− Utarg(m))/ε

when the limit exists. We assume that there is a subset Σtarg ⊂ Σ̂targ such that
– Σ̂targ \ Σtarg has a finite or number of points.
– Σtarg is a union of smooth disjoint curves in R2 .
– The directional derivatives

∂Utarg(m+ 0+h)
.
= lim

ε→0,ε>0
(Utarg(m+ εh)− Utarg(m))/ε = |〈h , ntarg(m)〉| .

exist for m ∈ Σtarg and h ∈ R2, and are negative if h is not tangent to Σtarg. If h is
tangent to Σtarg, the function U(m + εh) is differentiable at ε = 0, with derivative
denoted ∂mUtarg.h.
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Let Rtarg = R2 \ (∂Starg ∪ Σtarg). The gradient of Utarg on this set is well-defined and
has norm 1. On ∂Starg, we have Utarg = 0 and

∂Utarg(m+ 0+h) = |〈h , ntarg(m)〉| .

We have :

q′(0) =

∫
T
∂Utarg(γ(s) + 0+v(s))|γ′(s)|ds+

∫
T
Utarg(γ(s))〈τs , ∂sv〉ds

Denote T0 = γ−1(Rtarg), T+ = γ−1(∂Starg) and

T∗ = {s ∈ T, γ(s) ∈ Σtarg, v(s) tangent to Σtarg}

with the convention that 0 is always tangent to Σtarg. For the remaining points in T (up
to a finite number), ∂Utarg(m+ 0+v(s)) ≤ 0 so that the first integral is bounded by∫

T0

〈∇γsUtarg , v(s)〉|γ′(s)|ds

+

∫
T+

|〈n(s) , v(s)〉| |γ′(s)|ds+

∫
T∗
∂γ(s)Utarg.v(s)|γ′(s)|ds (7.39)

We now address the integration by parts needed for the second integral. This leads to
compute the derivative, with respect to s, of Utarg(γ(s)). Consider the three cases : (i)
γ(s) ∈ Rtarg ; (ii) γ(s) ∈ ∂Starg and γ′(s) is tangent to ∂Starg ; (iii) γ(s) ∈ Σtarg and γ′(s)

is tangent to Σtarg. Points which are in none of these categories are isolated in T and
therefore do not contribute to the integral. In all these cases, the function s 7→ Utarg(γ(s))

is differentiable. Moreover, in case (ii), the differential is 0, and in case (iii), the resulting
term cancels with the integral over T∗ above. All this together implies that

q(0+) ≤
∫

T0

〈
∇⊥
γs
Utarg , v(s)

〉
|γ′(s)|ds+∫

T+

|〈n(s) , v(s)〉| |γ′(s)|ds−
∫

T
Utarg(γ(s))κsnsds. (7.40)

This finally implies

Theorem 8 Let p ≥ k ≥ 2 and assume that V is compactly embedded in Cp+1
0 (Ω,R). Let

Stemp and Starg be two Ck Jordan shapes. Then the conclusions of theorem 5 hold for

J(u) =
1

2

∫ 1

0

|ut|2V dt+ λ

∫
T
Utarg(γ

u
1 (s))|∂sγu1 |ds.

with Utarg = dist(∂Starg, .) and

p1(s) = −λ|γ′1(s)|(β1(s)− Utarg(γ1(s))κ1(s))n1(s)

with β1(s) =
〈
∇⊥
γs
Utarg , n1(s)

〉
if γ1(s) ∈ Rtarg, β1(s) = 0 if γ1(s) ∈ Σtarg and |β1(s)| ≤ 1

in γ1(s) ∈ ∂Starg.
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7.7 Existence and uniqueness of the hamiltonian flow

In this short section, we show that the hamiltonian flow exists globally in time for any
inital data in the phase space.

Theorem 9 (Flow Theorem) Assume that V is continuously embedded in C1
0(Ω,R2)

with a C2 kernel K having bounded second order derivative. Let H : L2(T,R2)×L2(T,R2) →
R be defined by

H(γ, p) =
1

2

∫
tp(y)K(γ(y), γ(x))p(x)dxdy

Then for any initial data (γ0, p0) there exists a unique solution (γ, p) ∈ C1(R, L2(T,R2)×
L2(T,R2)) of the ODE 

γ̇ = ∂pH(γ, p)

ṗ = −∂γH(γ, p)
(7.41)

where ∂pH(γ, p) =
∫
K(γ(.), γ(y))γ(y)dy and ∂γH(γ, p) = p(.)∗

∫
∂1K(γ(.), γ(y))p(y)dy.

Proof The existence of a solution in small time is straightforward since the smooth-
ness conditions on the kernel implies that there exists M > 0 such that |∂pH(γ, p) −
∂pH(γ′, p′)|2 ≤M(|p−p′|2 + |p|2|γ−γ′|2) and |∂γH(γ, p)−∂pH(γ′, p′)|2 ≤M(|p|22|γ−γ′|2 +

|p|2|p−p′|2). Thus ∂γH and ∂pH is uniformly Lipschitz on any ball in L2(T,R2)×L2(T,R2).
This implies obviously the local existence and uniqueness of the solution for any inital data
but also that for any maximal solution defined on [0, T [ with T >∞, then

lim
t→T

(|γt|2 + |pt|2) = +∞ (7.42)

The global existence in time follows from standard arguments : Assume that (γt, pt)

is a maximal solution defined on [0, T [ with T < ∞. Since V is continuously embedded
in C1

0(Ω,R2), we deduce that m → v(m) =
∫
K(m, γt(s

′))pt(s
′)ds defines an element

v ∈ V with continous diferrential and such that |dv|∞ ≤ M |v|2 with M independent of v.
Hence |∂γH(γt, pt)|2 = |dγtv(pt)|2 ≤M |v|V = MH(γt, pt)

1/2. Since H is constant along the
solution, we get |γt − p0|2 ≤ MT

√
H(γ0, p0) so that |γ̇t|2 ≤ |K|∞(|p0|2 +MT

√
H(γ0, p0))

and |γt − γ0|2 ≤ |K|∞T (|p0|2 +MT
√
H(γ0, p0)). This is in contradiction with (7.42).

�

7.8 Conclusion

We have spent some time, in this paper, in order to provide, for specific examples
of interest, the Hamiltonian structure of large deformation curve matching. The central
element in this structure, is the momentum pt, t ∈ [0, 1], and the fact that the deformation
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can be reconstructed exactly from the template and the knowledge of the initial momentum
p0.

This implies that p0 can be considered as a relative signature for the deformed shape
with respect to the template. In all cases, it was a vector-valued function defined on the
unit circle, characterized in fact by a scalar when the data attachement term is geometric.
Because the initial momentum is always supported by the template, it is possible to add
them, or average them without any issue of registering the data, since the work is already
done. This facts lead to simple procedures for statistical shape analysis, when they are
based on the momentum, and some developments have already been provided in [54] in
the case of landmark-based matching.

This paper therefore provides the theoretical basis for the computation of this represen-
tation. Future works will include the refinement and development of numerical algorithms
for its computation. Such algorithms already exist, for example, in the case of measure-
based matching, but still need to be developed in the other cases.
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